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第 1 章 


导 论 


非 线性 代数 方程 组 的 构造 性 理论 及 有 关 算 法 , 在 计算 机 自动 
推理 ,数学 机 被 化 .技术 和 工程 学 科 的 智能 化 等 领域 正在 发 挥 着 越 
来 越 重要 的 作用 ， 这 一 课题 处 于 计算 机 科学 、 数 学 各 工程 技术 的 
交叉 位 置 , 它 的 理论 . 算法 、 应 用 等 三 个 方面 , 受到 不 同学 科 的 科 
学 家 们 的 共同 关注 .如 机 器 人 智能 控制 就 是 这 样 的 一 个 范例 . 


本 书 将 从 算法 化 的 观点 来 研究 非 线性 代数 方程 组 (或 称 为 多 
Ti sh Hi PER). 这 不 是 一 个 全 新 的 方向 , 万 是 在 计算 机 及 其 创新 性 的 
应 用 的 冲击 下 代数 几何 中 消沉 有 年 的 构造 性 理论 的 复兴 和 发 展 . 


Sl 代数 方程 


我 们 接触 方程 , 通常 是 从 一 个 只 含 一 个 未 知 元 的 一 次 方程 这 
种 很 简单 的 情形 开始 的 , 然后 从 两 个 方向 去 发 展 . 一 方面 , 研究 含 
有 商 个 来 知 元 的 两 个 一 次 方程 的 方程 组 , 以 及 含有 三 个 未 知 元 的 
三 个 一 次 方程 的 方程 组 ; 另 - 一 方 商 , 研究 一 个 只 含 一 个 未 知 元 的 二 
次 方程 和 某 些 很 容易 化 为 二 次 方程 的 特殊 类 型 的 高 次 方程 (例如 
四 次 方程 ). 

这 两 个 方向 的 进 -- 步 发 展 , 形成 了 代数 学 的 两 个 最 基本 的 部 
PT. 其 中 的 一 个 称 作 线 性 代数 , 它 是 从 任意 的 一 次 方程 组 或 叫 作 线 
性 方程 组 这 个 癌 题 的 研究 开始 的 (在 这 里 , 方程 的 个 数 不 一 定 贤 等 
于 林 知 元 的 个 数 ). 线性 方程 组 的 理论 所 解决 的 就 是 求解 一 般 的 线 
性 方程 组 的 完整 方法 ; 内 容 包 括 方程 组 的 线性 相关 性 , 相 容 方程 组 
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的 求解 方法 (fn vo SERA (G.Cramer) 法 则 ,高 斯 (G.F.Gauss) 消去 法 ) 
及 解 的 结构 等 . 同时 也 此 成 了 行列 式 、 建 阵 及 向 中 空间 等 理论 ， 
这 些 概 念 和 方法 , 在 很 多 数学 的 研究 中 , 在 物理 和 力学 中 , 者 是 重 
BA LA. 

55 — 4773 WARE, 形成 了 所 谓 的 多 项 式 代数 , 研究 只 含 一 个 
未 知 让 但 是 有 任意 次 数 的 方程 ， 由 于 “次 方程 有 求解 公式 , 历史 
七 关于 这 部 分 代数 的 兴趣 主要 集中 于 寻找 高 次 方程 的 解 的 相应 公 
3X. 在 16 世纪 找到 了 三 次 和 下 次 方程 的 解 的 公式 ， 以 后 就 开始 寻 
找 五 次 和 更 高 次 方程 的 解 的 公式 , 即 要 从 方程 的 系数 出 发 , 通过 -一 
Heist, 可 能 是 多 层 的 根 式 来 表 出 方程 的 解 . 这 种 尝试 一 直 继 续 到 
19 世纪 初 , 最 后 证 明了 这 种 公式 是 不 可 能 找到 的 , 测 且 对 于 次 数 等 
于 或 大 于 五 次 的 方程 , 都 有 这 样 的 整 系数 的 具体 例子 存在 , 它 的 解 
是 不 可 能 利用 根 式 来 写 出 的 . KEELE: 与 其 他 类 
型 的 方程 (如 微分 方程 ) 的 情形 一 样 , 不 存在 显 式 解 (或 称 封 闭 解 ) 
一 -点 也 不 影响 人 们 对 解 本 身 性 态 的 了 解 ; 同时 , 由 于 各 种 各 样 求 近 
似 解 方法 的 发 展 , 也 不 会 给 实际 用 途 带 来 损害 . 寻找 高 次 方程 求解 
公式 的 尝试 尽管 失败 了 , 却 引 出 了 一 个 极其 深刻 的 概念 一 一 群 , 它 
对 数学 的 影响 匹 论 怎 样 说 都 不 为 过 分 . 

关于 有 许多 个 未 知 元 , 不 是 线性 而 是 任意 次 的 方程 组 问题 , 即 
非 线性 代数 方程 组 的 问题 , 合并 了 前 述 两 个 方向 的 发 展 , 是 代数 几 
休学 的 论题 从 19 世纪 4 和 0 年 代 全 20 世纪 20 年 代 这 段 时 期 内 , 形 
成 了 的 消去 法 理论 , 这 是 一 套用 显 式 算 法 程序 来 解 代 数 方 程 组 的 
理论 , 是 一 条 窗 有 成 效 且 经 得 起 考验 的 路 线 . 然而 , 经 过 举 个 多 世 
纪 的 数学 公理 化 运动 之 后 , 消去 法 理论 已 经 从 所 谓 的 现代 代数 几 
何 中 < 消去 ”了 . | 

从 几何 观点 看 , 可 以 把 代数 方程 f(x, y) = 0 想象 为 平面 上 
满足 flab) = 0 WA (a,b) 所 组 成 的 平面 代数 曲线 ， 比 如 方程 
22 十 好 一 1 = 0, 显而易见 , 就 表示 平面 上 一 个 圆 ， 一般 地 可 把 有 限 
个 和 个 变 元 的 代数 方程 的 公共 零点 ( 即 解 ) 的 全 体 , BRA (E n 维 
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容 间 中 的 一 个 几何 构 形 , 或 “代数 艇 ”. 这 种 几何 描述 , 给 代数 方程 
组 的 研究 带 米 了 几何 的 趣味 和 想象 . 于 是 在 这 个 意义 下 , 代数 方程 
纽 的 理论 可 以 称 为 代数 几何 学 . 在 存在 性 的 代数 几何 早 , 一 般 要 假 
定 代数 艇 具有 某 种 简单 的 规范 性 态 , 例如 不 可 约 性 , 全 于 如 何 把 一 - 
般 的 情形 化 归于 这 种 规范 情形 , 则 是 不 加 考虑 的 . 构造 性 的 代数 几 
何 则 不 躲避 这 些 困 难 ; 对 于 其 中 的 大 多 数 问题 , 如 果 不 能 以 构造 性 
方式 加 以 解决 , 只 能 说 对 它们 了 解 得 还 很 不 够 ， 

非 线性 代数 方程 组 的 理论 , 在 过 去 的 20 年 里 发 生 了 巨大 的 变 
化 : 其 算法 性 得 到 了 显著 加 强 , 许多 长 期 被 冷落 的 方法 , 如 特征 集 
方法 B4, 格 罗布 调 (W. Gróbner) BARE), 矩阵 广义 特征 值 法 加 
以 及 结 式 消去 法 等 41, 唤起 了 广泛 的 关注 并 有 了 长 足 的 进展 , 形成 
计算 代数 几何 中 为 容 最 为 丰 窗 的 部 分 .然而 , 要 真正 理解 这 -发 
展 的 必然 性 及 其 意义 , 必须 置身 于 数学 的 现实 背景 中 才 有 可 能 . 
事实 上 ， 它 正 是 方兴未艾 的 数学 变革 风潮 的 产物 .这 场 变革 风潮 
由 现代 计算 机 及 其 创新 性 的 应 用 所 促成 . 


82 结构 与 计算 


Tes ges A M. 也 有 计算 , 这 种 特性 在 它 从 人 们 观 天 浏 地 的 
实践 中 刚刚 萌芽 的 时 候 就 县 备 了 . 在 悠久 的 历史 长 河中 , 数学 的 这 
MAD Ei 3H ic PEAR. 共同 促进 了 数学 的 成 长 - 

测量 物体 长 度 的 时 候 , 常常 是 把 某 种 长 度 单 位 逐次 置 放 在 物 
体 上 面 , 然后 把 置 放 的 次 数 作为 物体 的 长 度 , 在 这 种 实际 的 操作 中 ， 
长 度 被 看 作 是 可 以 用 置 放 来 比较 并 且 是 可 以 线 竹 相 加 的 , 3x E- 
种 结构 ; 另 - -方面 , 一 次 一 次 相 加 计数 则 是 一 种 计算 、 同 样 地 : 在 
纯粹 的 数学 系统 中 : 比如 说 在 简单 的 整数 系统 中 , 我 们 不 仅 知道 有 
3x5= 5x3, 知道 它们 仍然 是 一 个 整数 这 样 … 种 结构 , 而 且 可 以 
根据 乘法 这 样 一 种 规则 来 计算 3x 5 = 15. 

数学 的 这 两 个 基本 特征 . 对 应 于 数学 研究 的 方法 沦 上 , 就 是 所 
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谓 公 理化 方法 和 算法 化 (或 构造 性 ) 方法 ， 公 理化 方法 的 最 原始 的 
范例 是 欧 几 里 得 (Euclid) 的 《几何 原本 》; 它 所 关注 的 是 几何 的 逻 
辑 结构 , 即 以 少数 的 几 条 简单 的 基本 原理 做 基础 来 建立 几何 的 公 
理 演绎 体系 . 这 个 方面 的 集大成 者 是 希 尔 伯 特 (D.Hilbert) 的 名 著 

《几何 基础 》， 其 中 引入 了 彻底 的 、 严 谨 的 公理 化 方法 , 它 为 本 世纪 
前 半 叶 的 公理 化 运动 开辟 了 道路 . 布尔 巴 基 (N.Bourbaki) 的 《 数 
学 原理 》 对 这 种 方法 作 了 更 为 广泛 的 尝试 . 

另 一 方面 , 算法 化 方法 则 强调 具体 地 给 出 计算 某 一 或 某 一 类 
对 象 的 方法 , 古 希 腊 数 学 的 核心 无 疑 是 演绎 推理 , 但 在 算法 方面 也 
取得 了 了 不 起 的 成 就 , 如 阿 基 米 德 (Archimedes) 用 接近 于 积分 的 
方法 确定 了 一 系列 复杂 图 形 的 面积 和 体积 , LBA (Diophantus) 
对 整数 方程 作 了 杰出 的 研究 等 ， 相 反 , 在 中 国 十 代数 学 中 , 虽然 有 
一 些 推 理 , 但 占 统治 地 位 的 一 真是 算法 , 发 明了 许多 解决 各 种 问题 
的 著名 “算术 ”如 用 极限 方法 求 圆周 率 的 割 轩 术 , 在 解 算术 问题 时 
使 用 变 元 的 天 元 术 , 求解 方程 组 的 大 衍 求 一 术 等 . 

在 许多 情况 下 , 算法 化 方法 和 公理 化 方法 常常 是 同样 地 有 效 
的 . 然而 , 提供 解 管 毕竟 比 纯 存在 性 地 证 明 有 解 要 有 意义 得 多 . 算 
法 性 的 研究 不 仅 可 以 得 出 较为 新 颖 , 较为 深刻 的 见解 , 而 且 其 成 果 
也 便于 应 用 . 

算法 化 方法 的 发 展 , 导致 了 算法 概念 的 精确 化 , 从 而 孕育 了 现 
代 计 算 机 的 诞生 ， EX. (A.M. Turing) 提出 了 一 个 计算 的 数学 模型 ， 
称 为 图 灵机 , 它 是 建立 在 对 人 的 计算 过 程 的 拟 学 分 析 基 础 上 的 . 图 
灵 的 基本 论题 (也 称 为 图 灵 - 五 奇 (A.Church) 论题 ) 是 

可 计算 性 = 图 灵 可 计算 性 . 
这 一 论题 已 被 当做 公理 一 样 地 使 用 着 ， 它 不 仅 是 计算 机 科学 的 基 
础 , 也 是 整个 数学 的 基石 之 一 . | 

算法 化 方法 的 发 展 给 数学 带 来 了 极 大 的 繁荣 , 也 为 数学 带 来 
了 直观 的 素材 和 众多 的 应 用 - 

实际 上 , 在 任何 时 候 , 计算 工具 的 技术 水 平 对 数学 方法 本 身 ， 
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都 显示 出 重大 的 影响 . 在 本 世纪 前 半 叶 人 们 说 * 数 学 是 结构 ” 而 现 
在 我 们 可 以 说 “数学 中 有 结构 也 有 计算 , 或 许 更 重要 的 是 计算 ” 计 
算 和 结构 是 数学 的 两 个 不 可 替代 的 方面 , 但 是 计算 之 所 以 能 够 复 
兴 到 今天 这 样 的 地 位 , 只 是 在 现代 计算 机 出 现 之 后 才 成 为 可 能 . 


83 计算 机 与 数学 


现代 计算 机 以 两 种 不 同 的 方式 对 数学 发 生 影 响 : 一 方面 , 它 使 
得 数学 比 以 往 任 何 时 候 都 更 其 威力 , 真 接地 影响 数学 中 的 价 什 观 
念 和 方法 的 平衡 ; 另 -- 方 面 , 通过 其 创新 性 的 应 用 , 间接 地 改变 着 
数学 的 内 容 和 结构 .从 而 给 数学 带 来 了 前 所 未 有 的 繁荣 和 发 展 . 

计算 机 已 被 普遍 地 用 于 各 类 数学 研究 ， 即使 从 来 不 用 计算 机 
的 数学 家 , 也 可 能 要 投身 到 由 于 计算 机 的 存在 而 产生 的 课题 的 研 
究 中 去 .在 数学 的 各 个 方面 , 计算 机 提出 了 新 课题 , 给 证 明和 发 现 
提供 了 新 工具 , 引进 了 新 的 研究 方法 , 并 且 在 越 来 越 多 的 情形 中 改 
变 着 证 明 本 身 . 

可 是 , 反 过 来 我 们 要 说 “数学 是 计算 机 的 灵魂 *， 计 算 机 可 以 
运算 得 很 快 , 但 粗 颖 的 计算 方法 其 复杂 度 可 以 很 快 地 超过 计算 机 
的 能 力 ， 理 论 的 和 实际 的 计算 之 间 存 在 着 巨大 的 鸿沟 ， 对 实际 的 
计算 来 说 , 一 个 好 的 算法 是 至 关 重 要 的 , SATE BREA E 
粗糙 的 算法 . 正 是 在 这 个 意义 下 , 为 了 扩充 有 兴趣 的 计算 机 应 用 领 
R, 要 求 研究 一 种 新 的 数学 . 数学 的 飞速 发 展 使 得 计算 机 有 了 越 来 
越 强大 的 生命 力 . 

这 种 新 数学 一 般 称 为 机 械 化 数学 . 它 对 实际 可 行 性 比 对 理论 
可 能 性 更 感 兴趣 . 实际 可 行 性 甚至 己 经 成 为 衡量 数学 进步 的 一 个 
重要 准则 . 在 这 种 新 数学 中 , SANS MATRA OME 
完全 性 或 可 靠 性 为 代价 的 .对 于 一 个 问题 类 , 如 果 找 不 到 实际 可 
行 的 完全 算法 , 很 多 时 候 仅仅 给 出 实际 可 行 的 部 分 算法 , 即 对 问题 
类 的 其 个 子 类 给 出 实际 可 行 的 完全 算法 也 有 着 重要 意义 ; 有 时 微 
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不 足 道 的 出 错 概率 可 能 大 量 节 省 计算 所 需 的 资源 ， 这 些 观念 强烈 
地 体现 着 数学 发 展 动 方 的 现实 性 的 一 面 , 它们 在 传统 的 所 谓 核 心 
数学 中 却 是 难以 立足 的 , 是 被 大 大 忽略 了 的 . 

数学 所 面临 的 这 些 新 的 宙 过 和 挑战 , 促使 数学 的 发 展 由 抽象 
的 、 结 构 主 义 的 道路 转向 具体 的 , 构造 性 的 , 结合 实际 的 , 结合 计 
算 机 的 道路 . 

同时 , 计算 机 作为 一 种 强 有 力 的 信息 处 理 的 工具 , 作为 -个 强 
大 的 数学 载体 ; 也 正在 改变 着 数学 家 的 工作 方式 . 它 正 在 逐渐 地 成 
为 数学 家 不 可 替代 的 可 千 甚 手 和 新 思想 的 实验 场所 , 它 把 数学 家 
从 繁复 的 演算 中 解放 出 来 , 使 之 能 把 更 多 的 精力 注入 到 新 的 发 现 
和 创造 之 中 ， 
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在 计算 机 应 用 这 一 广阔 领域 中 , 使 用 计算 机 来 证 明和 发 现 数 
学 定理 的 尝试 已 有 四 十 多 年 的 发 展 历史 , 现在 已 形成 一 个 规模 宏 
大 的 研究 领域 一 -定理 机 器 证 明 . 其 近年 来 的 发 展 尤为 迅 狂 , 真 让 
人 有 一 日 千里 之 感 . 

利用 计算 机 作 辅 助演 算 进行 单独 一 个 定理 的 证 明 , 对 数学 家 来 
说 时 已 不 是 创举 .在 证 明定 理 的 过 程 中 , 常常 会 遇 到 这 样 的 情形 ， 
其 中 的 某 些 部 分 需要 大 芝 的 计算 和 推导 , 它们 对 人 来 说 是 过 于 大 
舌 甚 至 实际 上 是 不 可 能 的 , 于 是 可 以 把 这 部 分 工作 交 给 计算 机 去 
做 ; 也 可 能 在 证 明 中 要 决定 某 些 步 又 , 而 这 种 决定 依赖 于 大 量 的 计 
算 和 推导 , 或 者 要 依据 由 计算 机 获得 的 结果 来 帮助 人 建立 新 的 证 
明 思 想 , 用 计算 机 来 回 助 证 明 单独 一 个 定理 的 方法 最 为 常见 , 现在 
己 成 为 数学 研究 的 一 种 某 本 方式 ， 这 方面 给 人 以 深刻 印象 的 著名 
事例 是 “四 色 定 理 ? 的 证 明 (这 是 定理 机 器 证 明 领 域 的 一 件 大 事 , 曾 
引发 了 一 场 关 开 什么 才 算 是 一 个 证 明 ” 的 的 学 争论 , 一 些 人 对 此 持 
有 保留 态度 ; 人 至今 还 没有 人 给 出 来 妇 色 定理 的 手 算 证 明 ). 
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5j -种 方式 可 以 称 之 为 系统 的 机 器 证 明 ， 就 是 归 提 出 一 种 处 
理 某 -类 问题 的 一 般 方法 , 这 种 方法 虽然 并 不 能 实际 地 解决 这 一 
类 中 每 个 问题 , 但 对 于 适用 的 问题 却 能 够 给 出 完全 的 判定 ， 这 个 方 
而 侧重 于 数理 逻辑 与 一 - 般 推理 的 研究 在 50 年 代 就 已 经 开始 了 . 盘 
然而 现 了 一 些 很 有 价值 的 成 就 , 但 总 的 来 说 进展 缓慢 . 而 与 之 形成 
鲜明 对 比 的 是 , 结合 具体 的 , 专门 知识 的 路 线 真 可 谓 硕 昌 累 累 : 其 
中 几何 定理 机 器 证 明 的 发 展 特别 地 引 人 注 昌 - 

初等 几何 和 初等 代数 的 尖 定 问题 早 在 50 年 代 就 为 塔 尔 斯 基 
{A.Tarski) 32] git ve, 但 其 复杂 度 远 远 超 越 了 现代 计算 机 的 能 力 范 
Bl. 具有 实际 意义 的 最 初 开创 性 工作 . 是 由 数学 机 械 化 思想 的 倡导 
者 吴 文 俊 BSE 70 年 代 作出 的 , 这 就 是 著名 的 几何 定理 机 器 
证 明 的 所 谓 吴 把 方法 ; 这 是 第 一 个 癌 以 证 明 非 平凡 定理 的 系统 的 
机 器 证 明 方 法 ， 其 后 出 现 的 基于 结 式 消去 法 以 及 格 罗 布 讷 基 的 方 
法 , 部 各 其 特色 , 吸引 了 众多 的 研究 者 ， 这 些 方法 都 是 建立 在 非 线 
性 代数 方程 组 构造 性 理论 基础 之 上 的 一 一 代数 几何 与 代数 方程 组 
毕竟 是 同一 事物 的 不 同 称呼 而 已 . 

一 个 基于 消去 法 而 别 具 — 16 a dt JE, 是 几何 定理 机 器 证 明 的 
例证 法 人 R29. 它 大 体 是 说 , 可 以 用 举例 子 做 实验 ( 象 在 自然 科 
学 中 那样 ) 的 方法 严格 证 明 儿 何 定理 : 通过 近似 计算 能 够 确定 淮 
Gf; 归纳 法 与 演绎 法 一 样 地 有 效 . 虽然 其 原理 并 不 深奥 , 但 把 它 
AAS AACN RR LRA, 辑 是 令 人 惊奇 且 意 味 深 长 的 - 

在 几何 定理 的 机 器 证 明 领域 ,“ 可 污 证 明 ”01047 的 出 现 , 使 其 
面貌 焕然 一 新 .在 这 里 , 机 器 能 够 自动 产生 几何 定理 的 薪 短 (很 容 
SUA RRR) 且 有 几何 意义 的 证 明 . 人 们 总 是 希望 对 定理 能 
一 个 直观 上 的 、 概念 上 的 理解 ， 溢 其 证 时 过 程 不 可 能 由 人 来 检验 ， 
疑虑 的 阴影 就 不 能 彻底 消除 ,所 以 , 要 求证 明 具 存 可 读 性 卸 当然 也 
没有 理由 说 任何 定理 都 必定 存在 “可 读 ” 的 证 明 ). 这 项 工作 建立 了 
(以 元 何不 变量 为 基石 的 ) 较 简短 的 几何 算法 体系 、 这 具有 一 般 数 
E ERE TEES X. 非 欧 儿 何 定 理 可 读 证 明 的 自动 生成 最 近 的 进展 . 
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是 一 个 显著 的 例证 加 ol 


上 面 的 论述 表达 了 我 们 对 这 个 计算 机 时 代数 学 特性 的 -- 些 观 
A 这 构成 了 本 书 的 思想 基础 ， 这 个 论述 诚然 是 不 完全 的 , 可 是 其 
中 的 很 多 内 容 仍 已 超出 了 本 书 的 论题 ， 我 们 试图 以 此 来 弥补 由 于 
本 书 的 专门 性 质 而 难免 的 局 限 性 . 
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现在 回 到 本 书 的 主题 : 非 线 性 代数 方程 组 . 

对 于 非 线 性 代数 方程 组 , 类 似 于 线性 方程 组 的 理论 , 为 了 求 
解 、 为 了 研究 解 的 结构 , 首先 需要 研究 这 些 方 程 之 间 的 相关 性 , 并 
给 出 算法 把 这 个 方程 组 化 为 与 之 同 解 的 较为 简单 的 系统 , 这 是 一 
个 方面 ; 然后 就 简单 系统 来 求解 .来 研究 解 的 结构 , 这 是 另 一 个 方 
H- 

结 式 消去 法 的 原理 是 : 从 给 定 的 方程 组 构造 出 一 具有 足够 多 
个 方程 的 导出 方程 组 , 然后 把 这 个 导出 方程 组 看 作为 庄 未 知 元 各 
不 同 蜂 积 的 线性 方程 组 , 从 而 利用 已 得 到 充分 发 展 的 、 丰富 的 “ 线 
性 方法 ”来 研究 康 来 的 非 线性 方程 组 . 这 里 “ 结 式 消去 法 ”的 合 义 
明显 地 比 之 经 典 意 义 要 广泛 一 些 . 这 种 方法 对 上 述 两 个 方面 同样 
地 有 效 . 比 之 别 的 方法 , 结 式 消 去 法 一 般 具 有 较 低 的 复杂 度 和 简明 
的 表达 式 . 它 是 本 书 所 依据 的 主要 法 则 , 值得 一 提 的 是 , 这 里 所 请 
的 线性 方法 与 平常 处 理 非 线性 问题 的 局 部 地 线性 逼近 的 方法 是 截 
然 不 同 的 . 刚好 相反 , 它 是 整体 的 , 又 是 完全 准确 的 . 


如 果 给 定 的 方程 组 有 如 下 的 形状 : 
fhlur- t Ups 21) = 0, 


ao. J Jalti, Up} 21,82) = 0, 
TS: 


其 中 

fitui,- Wr; D1. Ti) (121,2,...,8) 
是 某 个 域 K( 如 有 理 数 域 , 实数 域 , 复数 域 , 有 理 函 数 域 等 ) 上 关于 
变 元 ta yao zi 的 多 项 式 , 并 且 r 真正 地 在 fi 中 出 现 ， 
我 们 就 说 它 是 一 个 三 角 型 方程 组 . 对 于 这 种 方程 组 , 其 解 的 结构 
的 研究 可 以 逐次 地 归结 为 单 变 元 的 一 般 n 次 方程 的 研究 . XXE, 27 
程 组 的 问题 就 化 为 一 个 单 变 元 的 代数 方程 的 问题 , 所 以 三 角 型 方 
程 组 就 是 一 种 足够 简单 的 系统 . 

一 般 的 非 线 性 代数 方程 组 可 表 为 : 


pita, ss Uri L1,.-- XR) pr 0, 
PS: po(ty,..., Uri Er,- -3 a) = 0, 


其 中 pi{ui,. c, Uri £i ze) 是 五 [ul yurizl: ,zs 中 的 多 项 
(i= 1,2,...,n). 如 果 这 些 多 项 式 p; WERTE ui, .-., ur, 
Ti, -o Zs 的 线性 式 , 那 就 是 通常 的 线性 方程 组 ， 求解 线性 方程 组 
有 两 种 重要 的 方法 , 一 种 是 有 显 式 表 达 的 克 药 姆 法 则 , 一 种 是 依次 
消去 变 元 而 把 方程 组 三 角 化 的 所 谓 高 斯 消去 法 ; 类 似 地 , 通过 结 式 
消去 法 可 以 把 PS 化 为 一 些 三 角 型 方程 组 : 


. TS. i-1l.o.k 
这 种 三 角 型 方程 组 的 解 分 别 除去 相应 的 另外 一 个 三 角 型 方程 组 
TS; i=1,---,k 


的 解 以 外 ， 合 起 来 恰好 是 GS 的 解 ， 即 


k 
Zero(GS) = | J Zero(T S; V T'S!). 
imi 
这 里 , Zero(GS) RRA BA GS 的 解 集 ， 而 Zero(J S \ TS’) 表示 
Jj TS 的 解 集 与 方程 组 TS' 的 解 集 之 差 集 .此 时 , 结 式 消 去 
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法 对 应 于 解 线 性 代数 方程 组 芍 高 斯 消去 法 . PL SE ju ESSE DUI ER 
然 也 有 一 些 结果 , 但 在 通 往 一 般 性 结果 的 道路 上 仍 注 一 些 困难 有 
待 解决 . 

如 上 邯 是 本 书 的 主要 技术 路 线 

用 线性 方法 来 解决 非 线 性 问题 这 个 看 做 平 常 的 思想 ， 在 我 们 
看 米 是 结 式 消去 法 的 灵魂 , 但 远 未 得 到 充分 利用 ; 可 以 期 待 , 这 … 
思想 的 充分 发 挥 将 能 够 很 好 地 解决 有 关 非 线性 代数 方程 组 的 :无 
论 是 理论 的 还 是 实际 的 ) 大 多 数 难题 . 明白 展现 以 使 读者 容易 地 
了 解 这 一 思想 ， 是 本 书 特 别 希 望 达到 的 目标 . 

方法 论 大 师 箔 卡尔 (R.Descartes) 在 其 著作 《思维 的 法 则 》 里 ， 
提出 了 一 个 大 胆 的 设想 {并 对 之 作 了 伟大 的 实践 , 从 而 创立 了 解析 
几何 学 ): 


一 切 问 题 可 以 化 为 数学 问题 ， 
一 切 数 学 问题 可 以 化 为 代数 问题 ， 
一 切 代 数 问题 可 以 化 为 方程 求解 问题 . 

事情 当然 不 都 可 以 这 样 “~… 刀 切 ”, 可 仍 不 失 其 为 一 条 值得 珍藏 的 
mai. 

非 线性 代数 方程 组 是 一 方 充满 生 机 但 荆棘 丛生 的 沃土 , 是 一 
块 蓬勃 扩展 而 又 关山 重 伙 的 疆域 , 正 期 待 着 英雄 们 去 开拓 , 期 待 着 
， 臣 人 去 征服 ， 
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人 们 通常 认为 , 数学 研究 是 由 一 些 叫 作 数学 家 的 人 所 从 事 的 
专业 工作 , Rep. 某 些 部 分 的 抽象 程度 使 得 一 般 人 人 望而却步， 然而 
“数学 计算 ” 却 是 各 领域 广大 科技 工作 者 所 共享 的 “生产 手 段 ", 并 
不 是 数学 家 的 “专利 ”. 事实 上 , 日 前 许多 非 数 学 工作 者 所 从 事 的 数 
学 计算 , 其 规模 与 复杂 度 绝 不 亚 于 专业 数学 家 所 为 . 若 论 在 计算 机 
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土 进行 实际 计算 寺 交 部 分 数学 家 而 言 , 可 以 说 是 刚刚 起 步 或 者 其 
至 尚未 起 步 ， 这 一 现状 不 能 说 是 正常 的 . 

数学 计算 这 个 词 在 许多 场合 往往 被 狂 险 地 理解 为 数值 计算 
(Ait) 而 忽略 了 其 另 一 个 组 成 部 分 , 即 * 符 号 计算 ”. 特别 是 不 
少 人 对 当代 计算 技术 及 计算 机 的 功能 缺乏 全 面 了 解 , 在 他 们 那里 
数学 计算 几乎 成 了 数值 计算 的 同 义 语 ， 实 际 情况 并 非 如 此 . 

合并 一 个 多 项 式 的 同类 项 , 是 最 简单 和 最 常用 的 符号 计算 之 
一例， 这 类 任务 不 仅 在 中 学 生 做 练习 时 经 常 遇 到 、 不 少 漂亮 而 重 
要 的 研究 成 捍 是 经 过 最 后 一 步 合并 同类 项 化 简 而 得 . 对 于 项 数 很 
大 的 多 元 多 项 式 , 若 用 人 手 来 作 , 这 绝对 是 一 种 枯燥 而 易 出 错 的 工 
fF. 

一 项 需要 较 多 智慧 的 符号 计算 , 是 将 一 整 系数 的 ( 单 变 元 成 多 
变 元 ) 多 项 式 在 有 理 数 域 中 分 解 因 式 . 例如 给 了 这 样 两 个 多 项 式 : 

f(z) = 126 + zi? + 1, 

g(z,y,2) = x? + ((y-2)2 - 2y - 1)? 

+((y + 252? + (y? + 2y - 1)z - 23? -- y)o 
—(y - 1) E (y t 1) + (a9 - yz y y, 

试问 它们 在 有 理 数 域 中 是 否 可 约 , 3038 CA ROS TESTES T REL 
fA. 这 可 不 是 一 项 单 妊 谨慎 和 耐心 就 能 完成 的 任务 (计算 机 给 出 
E £i ARB 13 9). 

再 举 一 个 较 有 历史 兴趣 的 例子 名 给 了 一 个 一 般 系数 的 五 次 
代数 方程 

zx? — azt + azr? + agg? + aye + a5 = 0, 

DAR OLR (N.H.AbeD 那里 我 们 知道 , 这 个 方程 没有 代数 解 , 即 它 
的 根 不 能 用 其 文字 系数 的 根 式 来 表示 ， 但 是 奥 尔 恩 豪 斯 (Tschirn- 
haus) 早 就 指出 , 用 一 个 变 元 替换 


y= boa 十 bu? T bot” + bas + bg 


{其 中 bo, bs 依赖 于 01,.…,as) 可 将 原 方程 转化 为 如 下 形式 : 
y? Tyc-AÀ-0, 


其 中 4 是 a1,…,as 的 根 式 表示 . REAR (Bring) 早 在 200 年 前 
就 给 出 了 计算 A 的 构造 性 步 又 , 但 如 果 没 有 当代 快速 计算 机 作为 
工具 , 要 实现 这 样 的 算法 是 根本 不 可 能 的 . 


符号 计算 又 称 为 符号 与 代数 计算 、 符 号 代数 , 符号 操作 等 等 ， 
它 的 正式 名 称 是 “计算 机 代数 ?03 而 为 实现 计算 机 代数 的 软件 包 ， 
叫做 "计算 机 代数 系统 ” 在 过 去 三 十 年 中 , 计算 机 代数 无 论 在 基础 
研究 或 程序 设计 方面 , 发 展 都 很 迅速 , 迄今 交付 使 用 的 系统 数 以 百 
H. KERA, 按 其 用 途 可 分 为 两 大 类 . 

一 类 是 特殊 用 途 的 系统 . 如 60 年 代 发 展 起 来 的 作 符号 积分 的 
程序 ( 即 求 初等 函数 的 原 凋 数 的 软件 ) 又 如 用 于 高 能 物理 的 计算 
机 代数 系统 SCHOONSCHIP, 用 于 天 体力 学 的 CAMAL, 用 于 广义 
相对 论 的 SHEEP, 用 于 代数 几何 的 MACAULAY , 用 于 交换 代数 
的 CoCoA, 用 于 群 论 的 CAYLEY, 用 于 李 群 李 代 数 的 DELiA, 以 
及 用 于 数论 的 PARI. 


我 们 着 重 强调 的 是 一 般 用 途 的 系统 ， 限 于 篇 幅 , 这 里 仅 能 提 
及 传播 较 广 , 影响 较 大 的 所 谓 * 四 大 系统 ”. 

MACSYMA 和 REDUCE 是 60 年 代 后 期 发 展 起 来 的 其 大 系 
统 . 特别 前 者 是 一 个 巨型 系统 , 拥有 大 量 辅助 软件 包 , XD BER SR. 历 
史 功 绩 卓著 但 由 于 它 对 软 硬 件 环境 设施 要 求 过 高 , 只 能 在 极 少数 
机 器 上 运用 , 近年 来 已 呈 “ 门 庭 冷 落 车 马 稀 ”之 势 ， 针 对 这 一 情况 ， 
fit MACSYMA 的 微机 版 本 已 交付 使 用 . REDUCE 是 由 特殊 用 
途 (高 能 物理 ) 的 系统 逐渐 补充 发 展 而 来 . 它 对 环境 设施 不 那么 挑 
Al, 而 且 它 的 源 程 序 也 是 公开 的 , 这 更 有 利于 系统 的 扩充 和 修订 . 
以 上 两 个 系统 都 是 用 程序 语言 LISP 来 实现 的 . 

MATHEMATICA 和 MAPLE 是 更 为 现代 化 的 , 用 C 语言 来 
实现 的 两 大 系统 ， 前 者 是 第 一 个 将 强 有 力 的 符号 计算 、 数值 计算 
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与 作 图 功能 有 机 协调 , 并 适用 于 广泛 机 型 的 系统 . WEB RAL 
有 用 户 最 多 的 系统 . 

根据 对 比 使 用 的 实际 经 验 , 我 们 党 竺 MAPLE 最 为 适合 我 们 
的 用 途中 ,这 多 半 是 因为 它 在 多 项 式 代 数 与 编程 方面 用 起 来 得 心 
应 手 ， 本 书 的 大 部 分 算 例 和 算法 均 用 MAPLE 编程 , 并 首先 在 PC 
机 上 于 实现 . 

壁 如 上 面 分 解 凡 式 的 例子 , 在 586775 微机 上 用 MAPLE V 
Release 2, 不 到 1 秒 钟 就 给 出 结 扫 : 


f(x) = (2? +2041) (24 — 2 4 2) rP pa gl? gd 
walt 4 gl? g10..x9 oo? 4 8 — 34x35. 41) 


glz, yz) = {x +y +z +yz tle? +y? +274 cy F ez). 
计算 机 代数 的 出 现 和 发 展 , 对 现代 科学 计算 和 科学 推导 所 膏 
fta ff) EL S XR [3 ROC RO LESE (特别 是 符号 计算 ) 任务 , 无 异 于 雪 中 送 


R. HAIER T HAH HAER (机 器 证 明 ) 、 数 学 机 械 化 、 技 
本 和 工程 学 科 的 智能 化 等 研究 领域 的 发 展 . 


消去 法 基础 


我 们 先 考 虑 只 含 一 个 变 元 的 非 线性 代数 方程 组 ， 这 有 两 个 方 
向 ， 其 一 是 方程 也 只 有 一 个 的 情形 , 此 时 要 了 解 其 解 的 竹 态 (如实 
解 的 个 数 , 解 的 稳定 性 等 ), 或 者 更 一 般 地 要 确定 解 的 位 置 , 这 是 我 
们 最 后 一 章 要 做 的 事 ; 另 一 方向 是 方程 有 两 个 或 两 个 以 上 的 情形 ， 
类 似 于 线性 方程 组 的 理论 , 要 研究 它们 的 相关 性 及 其 化 简 . 在 线性 
情形 , 这 些 内 容 大 都 是 熟知 的 , 我 们 试图 把 这 些 基 本 思想 推广 到 一 
般 非 线性 代数 方程 组 的 情形 一 一 从 简单 到 复杂 , 从 特殊 到 一 般 , 正 
是 最 基本 也 是 最 有 效 的 研究 途径 .必须 指出 , 这 些 工作 中 的 某 些 
部 分 在 文献 中 未 曾 出现 过 , 我 们 目前 也 未 能 把 它们 全 都 以 优美 的 
形式 推广 到 一 般 情 形 . 
机 械 化 数学 的 一 个 重要 特征 是 , 一 个 有 价值 的 概念 应 有 有 价 
值 的 算法 来 支持 . 本 章 以 充分 的 篇 幅 展 示 了 丰富 狗 采 的 消去 法 , E 
们 是 与 单 变 元 方程 组 相关 性 概念 紧密 联系 的 . 所 以 , 本 章 是 方程 组 
相关 性 概念 的 基础 , 更 是 其 算法 的 基础 . 
理论 是 灰色 的 , 实例 是 生动 的 . 考察 实例 需要 洞察 力 和 耐心 ， 
我 们 来 考察 一 个 实例 : R ab 是 参数 , > 是 变 元 , 求解 方程 组 
| fi= art- r? — 2? 4241=0, 
fo=a'~rt+a=0, (7.1) 
f= +br-1=0. 


对 于 上 面 这 个 范例 , 我 们 给 出 了 三 种 不 同 的 解法 (参见 本 书 87, 89, 
811) 它们 各 自 显 示 了 单 变 元 方程 组 理论 的 不 同 模式 ， 如 果 你 想到 
了 独特 的 解法 , 或 许可 以 发 展 出 一 种 新 的 模式 . 


14 


v89c RE EL W dE 


$7 RESBHRE 


EEH gle) 和 für), 如 果 存 在 多 项 式 g(x). 使 得 
f(x) = q(z)o(x), 
则 称 多 项 式 gir BR Kr). 此 时 我 们 秘方 程 g(r) = 0 4 f(z) =0 
是 整 相关 的 , 有 时 我 们 也 说 多 项 式 of) 与 f(x) 是 整 相关 的 . 
对 于 任意 给 定 的 多 项 式 f(z) 和 g(z), g(z) 除 f(z) 的 余 式 和 
商 式 分 别 记 为 ， 


rem(f.g,z), quo(f.g,z). 


它们 满 是 
f(z) = g(x) quo(f, gz) + rem( f, g, z). 
Hast rem(f.g,2) 关于 变 元 x 的 次 数 小 于 g(x) 的 次 数 , Bil 
deg(rem(f. g,x), £) < deg(g, z). 

可 以 用 一 个 简单 程序 得 到 g(x) BR f(z) MRAM BK. KT 
Ti. 用 1cocff( -, 2) 记 多 项 式 关于 z 的 首 项 系数 . 

设 ro := f(x), r1 := g(x), quo(f. 9,7) := 0. 

Stepl. & n :— deg(ri, z), m := degfroz) 如 果 m < n, W 

rem(f,g,z):— ro, quo(f,g, x) := quo(f,g, xj. 


Step2. Ill S m » n, > 


r i= ri; 
To lIcocfftro.z) .ra—n,. 
T1 = To leoeff {ri p" 7i 
TQ = T; 


Icocff( vox Tn 


quo( f, g.z) = quo( f, 9 £) + Icoeff(ri,z) ^ 


返回 Stepi. 
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整除 性 定理 多项式 g(x) 整除 多 项 式 f(r), SARK 
rem(f, g. z) = Q. 
根据 以 上 熟知 结果 , 如 下 给 出 范例 (7.1) 的 第 一 种 解法 : 
我 们 可 以 假定 基 域 是 有 理 数 域 ， 此 时 fi 有 不 可 约 分 解 
f= (2 — Le? + z + 1)(2* — x — 1). 
设 
fucz-li, fma +r+l, fig =e? -2-1. 
ix EE (7.1) 就 化 为 
fir = 0, fi2 = 9, fis — 0, 
fe =9, 或 fa = 0, 或 fa = 0, (7.2) 
fs 20. fs — 0. fs = 0. 
现在 来 看 第 三 种 情形 . Al fis 来 除 fo A fa: 


=z-r+a 
=g? fig +r? +r t+ 
= £? fig 十 了 万 3 +21? +a 
=z?’ fia + mfigs -2fi +22 +a +2 


fg =2°+br -1 
=afigt+z?+(b+ lr-1 
= whls + fist (b+ 2)z 
= (æ+ 1)fis (b-22. 


可 用 商 式 和 余 式 的 标准 记 法 表示 为 


quo( fo, fis, z) = 27 +2 + 2, rem( fo, fis,z) = 2r + a+ 2; 
quo( fs, fia; £) =z+ 1, rem( f3: f13, 2) = (6+ 2)z. 
由 于 fis 是 不 可 约 的 , 而 余 式 关于 变 元 x 的 次 数 比 fis HK. 所 以 
余 式 应 恒 等 于 0, Br 


rem( fo, fi13; 2) = 27 +a+2=0; 
rem(fs, fis, x) = ib + 2)2 = 0. 


反之 , 如 果 余 式 等 于 0 H fi-0,)|fo-—0,fs-— 0. Aims 
a? +6a+4=0, b= —2 Hf, 27 十 a 十 2= 0; GR. DE DURER K 
在 (7.2) 的 第 一 种 情形 下 , 4a 二 了 = 二 0 时, 2—1— 0; FMA. 
而 在 第 二 种 情形 下 , 当 a = Fb =O 时, x 十 * 填 1 二 0; 否则 无 解 . 

这 种 解法 首先 的 一 步 是 求 多 项 式 在 基 域 天 (比如 在 范例 中 是 
有 理 数 域 QQ) 上 的 不 可 约 分 解 , 这 往往 是 比较 困难 的 ; 一 旦 知道 了 
不 可 约 分 解 , 剩 下 的 只 要 用 多 项 式 的 ( 带 余 ) 除法 就 可 以 了 . 

为 了 避免 做 除法 运算 时 常常 要 出 现 的 分 式 , 一 般 用 ARE 来 
RRR. 对 于 任意 给 定 的 多 项 式 f(x) 和 giz), gle, 除 f(x) 的 
ARK 和 AR 分 别 记 为 : 


prem(f,g,z). pquo(f,g, 2). 
i gle) 关于 * 的 首 项 系数 lcoeft(g,z) = c, 则 
prem(f,g,z) = c"rem(f,g,z),  paquo(f,g, z) = c*quo(f, g, 2). 
其 中 有 为 某 一 非 负 束 数 ， 显 然 有 
c^ f(x) = g(z)pquo(, g, £) + prem(f, 9,2). 


gix) 除 fix) 的 伪 除 法 可 由 如 下 程序 实现 : 
WE ro = f(z)nri := g(x), pquo( f, g, x) := 0. 
Stepl. 4 n:- deg(ri, x), m :— deg(ro, z), MH m < n, Mi 
prem(f, g,c) :二 To; pque f, 9 z) = pquo( f, g. z). 
Step2. 如 果 m » n, > 


T= T]; 
ri := koeff {ri r)rg — lcoeff(ro, z)z 
Ty: Uy 


pauo( f, g, t) := lcoeff(r;, z)pquo( f, g, z) + lcoeff(rg, z) xz 


Th- Th, a 
Ti; 


—n. 
1 
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8 8 路 法 的 显 式 表示 
上 述 求 两 个 多 项 式 的 余 式 及 商 式 的 算法 , 可 以 从 解 线性 方程 
组 的 观点 来 考虑 . XE mon, 
f(z) = aoz + arl + H am: 


g(x) = byz" + br 1 +--+ bn. 


by by >o b. 
bo bh c b, 
bo b bn 
Gp a; ree eee wee see am 
x Tm 一 rm Tm—1l1 = gn-h. “1,429 = z9 =1, 考虑 如 下 方程 组 : 
a7? 7" g(z) 
m-n-—i lm 
T g(x) m 
. SÄ: : 
z?g(z) 
F(a) i: 


从 这 m -n4-2 个 联 立 方程 中 消去 m—nt+l 个 变 元 Tms Lm-l s Ens 
可 得 到 一 个 关于 变 元 Tn-l Tn—2) To 的 线性 方程 ， 即 一 个 其 次 
数 小 于 或 等 于 n- 1 的 多 项 式 . 我 们 可 以 用 两 种 熟知 的 方法 来 做 


这 件 事 . 

用 高 斯 消去 法 容易 得 如 下 三 角 型 方程 组 : 

rm-ng(z) 

r" -nlg(r) bo b o b, m 
PEN M eee "P m-l 

: = bo. cbar ee Bh 
zo0gfz) T Sur e E de 
rem(, g, z) R 


这 最 后 一 个 方程 即 为 
rem(f,g, x) = coz"! 4 ej" 72 + B eni 
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我 们 也 可 以 用 克 莱 姆 法 则 求 得 如 下 显 式 解 : 
detrem( f, g, z) = do£4—i + diTn—2 E in dai. 


其 中 GE i> n if b; = 0) 


| bis A eb z-7^g(r) 
bo bi TANS bm—n—-1 gi mela) 
| : 
detrem(f, g, z) = £6 : i 
bo b rg(r) 
bo z?g(z) 
[89 Q1 c co^ Aman f(z) 
bo bi ie SETA bm-n bn—n—1l+k 
bo bi BA bm n-1i bs -n-k 
dk = "og : ; 
bo by beak 
bo disk 
ap @ rth tt Oman Om—ntitk 


SP k—0,L---,n — t. 不 同 的 解法 当然 不 可 能 改变 解 本 身 , 比较 
两 者 即 知 
detrem( f, g, z) = by ef) 十 Q(x)e(z) 
= dos"! + dix"? + +--+ dn-1 
=b PHL eT n-—1 Ter" 2 十 …- 十 cn_1) 
一 bo "tirem(f, g, z), 


其 中 Q(x) 也 是 可 以 用 显 式 表示 出 来 的 , BES ofc) 除 f{z) 之 商 
quof. 9, z) 有 关系 : 
Q(z) = br" + qual f, g, c). 

自然 , 在 实际 计算 时 可 以 利用 各 种 “线性 ?方法 来 消 元 , 并 不 真 的 要 
分 别 计算 那些 个 行列 式 . 

两 个 多 项 式 余 式 和 次 式 的 这 种 显 式 算法 , 不 仅 给 实际 的 计算 
提供 了 新 的 途径 , 也 为 理论 上 的 表示 和 探索 带 来 了 方便 . 
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范例 (7.1) 的 第 二 种 解法 是 采用 轮转 相 除 把 变 元 消去 , 从 而 判 
”是 两 个 方程 是 否 有 公 解 , 并 求 出 相应 的 解 . 它 不 依赖 于 多 项 式 的 不 
.可 约 分 解 . 
fi fs REIRE c: 
ry=fiee—ect—7i-2z?4241, 
to = fs = 23 + bz — 1, 
ry =rem(r_i,?9,2) = b(z? + (6+ 1)x — 1), 
rg = rem(ro, 3, z) = (b + 2)((b + 1)z — i), 
rg = rem(ri, 72, z) = b/(b + 1}. 
当 出 现 了 一 个 不 售 变 元 的 式 子 时 ( 视 参数 5 的 值 而 定 ) 这 个 过 程 就 
终止 ， 最 后 得 到 的 式 子 常 称 为 fi 与 fa 的 (KIB) AX, 记 作 
Eres(fi, fa, c). 显然 


0, # 6 = 0, -2; 
Eres( fi, fs, 2) = —1l, # b= 一 1; 
. b/(6+1)?, HE. 


方程 五 =0 和 fs =0 的 公 解 即 为 多 项 式 方 h 的 最 大 公 因 式 
ged( fi, fa) 的 根 、 ged( fa, fa.) 就 是 上 述 思 转 相 除 过 程 中 最 后 
一 个 不 等 于 0 的 式 子 (除去 一 个 常数 因子 外 ): 


z? 一 1， 45-0; 
gcd(fi, fsz) = 4 z?7— 2-1, d b= 一 2; 
i, 其 它 . 
4 


m=e8-1, g3—35—z—1. 


这 样 , 方程 组 (7.1) 就 化 为 
91 — 60, 93 — 0, ; 
{ fo — f. 或 { fe = 0. (9.1) 
| 20 


现在 来 看 后 一 种 情形 。 fo Mi 92 RERNA x : 


TQ cm f$ maií-ra, 
TQ — 91 — z? — zr — 1, 
ry 一 rem(r. 1,70, £) = 2r +8 +2, 


T2 = rem(ro, 71,2) = a? + 6a + 4. 
从 而 知 


2r--a-2, E a +6a+4=0; 


ged( fo, g2, x) = | 1 其 它 . 


同 理 可 得 

r? — 1, #a=0; 

1, HE. 

所 以 方程 组 (9.1) 的 解 ( 亦 即 方程 组 (7.1) 的 解 ) 可 表示 如 下 : 


[e #a=db=0; 


gced( fo, 1.x) = { 


2z--a4-2—0, Fa? +6a+4=0,b =-2; 
ER, 其 它 . 
这 种 解法 是 先 求 出 两 个 方程 的 联 立 解 , 然后 与 第 三 个 方程 比 
较 , 而 求 得 三 个 方程 的 联 立 解 , 它 完全 基于 两 个 多 项 式 的 结 式 和 最 
大 公 因 式 算 法 ， 比 之 第 一 种 解法 , 看 似 多 做 了 除法 , 实际 上 避 开 了 
多 项 式 的 不 可 约 分 解 , 算法 单纯 , 复杂 度 世 要 低 一 些 . 
对 于 任意 给 定 的 多 项 式 f(r), g(x) € Kle], 两 者 的 ( 欧 儿 里 得 ) 
结 式 和 最 太公 尺 式 分 别 记 为 : 
Eres(f,g, m), ged(f,g,2). 
存在 多 项 式 P(z), Q(z). p(x), gle) e K[z], 使 
P(z)f(z) + Q(z)g(z) = Eres(f,g.2) € K, 
p(x) f(x) + a(z)o(2) = gcd(f, g, x). 
4 


gcd(f,g,z) 是 能 同时 整除 f(x) 和 oft) 的 次 数 最 大 的 多 项 式 . 对 
偶 地 , 它 也 是 次 数 最 小 的 非 零 * 线 性 式 ” 


P(e) f(z) + a(z)g(z). 


可 以 用 一 个 简单 程序 得 到 Eres( f, 9,2) 和 gcd( f, 9, x). 无 妨 设 
deg(f, x) > deg(g, 2). 


4 7r_1:= f(z), ro := g(z). 
Stepi. (i) 如 果 ro = 0, 则 


Eres(f,g,z):— 0, ged(f,g,2) :一 7-1， 
Gi) 如 果 deg(ro, z) = 0, JJ 
Eres( f, g, £) :三 TO， gcd( f, g, x) := ro. 


Step2. 如 果 deg(g,z) > 0, & 


r= To; 
To :一 rem(r. 4, To, 2); 
Tj :一 了; 

返回 Stept. | 
我 们 把 在 这 个 程序 中 每 次 循环 所 得 到 的 余 式 ro 依次 记 作 

Ti, T2, > Tk 

即 
be f{z), 
ro = g(x), 


T rem(r.;, ro, £), 
T2 -— rem(ro, T3; zT), 


Tk = Eres(f, g, x). 
这 个 序列 称 为 多 项 式 f(z) 和 gle) 的 RREA. 


采用 “ 轿 转 伪 除 法 ”可 以 避免 分 式 运 算 , 这 只 要 在 上 上述 程 序 中 
以 伪 队 法 代 玲 除法 就 可 以 了 . 
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$10 结 式 消去 法 


用 轰 转 相 除 法 可 以 从 两 个 多 项 式 中 消去 变 元 而 得 到 仅 洛 它们 
的 系数 的 一 个 有 理 式 , 然后 可 以 根据 这 个 趟 子 是 省 为 0, 来 判定 两 
个 多 项 式 是 否 有 公 根 ， 这 样 的 世子 称 为 这 两 个 多 项 式 的 络 式 ， 辣 
时 . 回转 消 元 的 过 程 也 给 出 了 两 多 项 式 的 最 大 公 因 式 . 回转 相 除 法 
是 一 个 过 程 性 的 算法 , 如 果 不 经 过 演算 , 就 不 能 由 它 了 解 结 式 的 性 
AS. 而 其 演算 过 程 往往 是 宛 长 繁 融 的 , 所 以 一 般 不 能 用 它 来 求 结 式 
和 最 大 公有 央 式 . 好 在 结 式 消 去 法 有 许多 简洁 优美 的 显 式 表示 , AY 
介绍 其 中 形式 最 为 简明 易 记 的 一 种 : 西 尔 维 斯 特 (JJ. Sylvester) 结 
式 消去 法 . 

给 定 两 个 多 项 式 


f(z) = aor" + aye" 十 :十 am € Kir 


E 10.1. 
g(x) = box" + bya? +--+ bn € Kir). ( ) 
i 
au a) Oan 
Por. Sel Mr | n-—íis 
dans ao a ün 
Wl c iby. eon ib 
S noh oun 
bo bi ES 


M; #—-P m+n- 2i ij, mtn- i FIWERE. TIE Mo 是 方 
Ex. 称 为 多 项 式 f(x) 和 gl) 关于 r HAR ARR, WA 
Sylvester(/,g, z). 它 的 行列 式 记 为 res(f, g, c), BB 

res{ f, g, £) = det(Sylvester(f,g,2}) = det{ Mo), 
称 之 为 多 项 式 f(x) 和 g(x) 关于 zz 的 AK. 这 样 称呼 是 因为 它 有 
如 下 性 质 : 如 果 ac AO MH by #0, TU] f(x) A o(2; 有 公 根 当 且 仪 
当 res(f 9.2) = 0( 见 $12 定理 1). 
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多 项 式 f(x) 和 g(z) 的 最 大 公 因 式 ecd(f,g,c) 也 有 简明 的 显 
RER, 它 由 这 些 第 阵 M. 完全 决定 . 为 了 把 它 清楚 地 表示 出 来 ， 
首先 需要 引入 几 个 记号 . 

我 们 用 MZ 来 表示 和 矩阵 Mi 的 前 m+n 一 2i 一 1 列 和 第 m+n 一 
2 二 列 形成 的 子 矩阵 . 它 是 一 个 方 阵 ， 其 行列 式 记 为 (M7 |. 特别 
ide = |M?|, RA f(x) fü g(z) 的 第 i 个 主子 结 式 . 设 m>>n, 且 
MFA $-0,1,...,n— 1, id 


Patilfig,t)= f(z),  Palf,g,z) = 9(2), 
PÁ(f,g, x) = S Mj [at = |M} |æ! + [Mp xi! +... + [Mil. 
j=0 
称 这 个 多 项 式 序列 为 f(z) 和 g{z) 的 子 结 式 多 项 式 序列 . 
定理 1 MR a £0 Md 40, A 


Sp = = 8k = 0, 8, #0, 


则 f(z) 和 g(z) 的 最 大 公 因 式 ged(f,g. x) = Pe(f.g,2). 

我 们 曾 用 解 线 性 方程 组 的 观点 讨论 过 多 项 式 的 带 余 除法 ， 其 
X, 把 变 元 r ARR SEAR AE, RARE RR 
的 做 法 , 在 思 转 相 除 法 中 得 到 了 需 为 充分 的 体现 . 这 是 消去 法 的 基 
本 思想 和 技巧 . 可 以 说 西 尔 维 斯 特 结 式 消 去 法 是 具有 了 明 影 线性 ” 
ERR ARK, HARA FP. 

Wl= m+n- z= g, gi = rl... ro = c= 1. 考虑 如 
下 关于 变 元 zu zia, -n zo 线性 方程 组 : 


wa Fl} 
En- f(T) 

XI : 
TUN dicun R f(a) 
^ : "5 zm_19(7) 
"i T5 29(r) 

Zo : 
(a) 


从 这 m n 个 联 立 方程 中 消去 变 元 mimi iso o ms 并 依次 消去 变 
元 VXn-l)Zn-2,'77,.01, 可 得 到 一 列 变 元 逐渐 减少 的 线性 方程 ， Bp z 
KR x e Br ASI: RR ABABA GA 
31, 用 克 莱 姆 法 则 消 元 得 到 的 是 子 结 式 多 项 式 序列 ， 特别 地 , 可 以 
得 到 一 -个 关于 结 式 的 重要 关系 : 
定理 2 存在 两 个 多 项 式 
p(x) € K[z], "deg(p(r), x) < deg(g(z), £), 
q(x) € K|z], - deg(g(x), x) < deg(f(z). z), 
使 得 
p(z)f(z) + a(z)g(x) = res(f, g, 7) € K. 
两 个 多 项 式 的 余 式 序列 的 各 项 和 它们 的 子 结 式 多 项 式 序 烈 的 
各 项 之 间 的 这 种 确定 的 对 应 关系 , 导致 了 一 个 漂亮 定理 , 有 关内 容 
请 参见 本 书 第 6 章 . 
由 本 节 的 讨论 ， 我 们 可 以 得 到 如 下 定理 : 
定理 3 “a #0 RE b z0HB HHA 


{f(a}  , g(z) = 0} 
等 价 于 方程 组 
(B(f,g,z)-0: £i20,1...,n]). 


尽管 从 形式 上 看 , 后 一 方程 组 有 更 多 的 方程 , 可 是 其 中 包含 有 
f(x)g(z) 的 最 大 公 因 式 , 因而 是 一 个 较 简 单 的 方程 组 .值得 指出 
的 是 , 如 果 多 项 式 含 有 参数 , 那么 在 上 述 定理 中 f(x), oc) HTH 
式 多 项 式 序列 是 不 能 由 它们 的 余 式 序列 来 代替 的 ， 这 是 因为 在 这 
种 情况 下 不 能 用 一 个 统一 的 公式 来 写 出 余 式 序列 , 但 子 结 式 多 项 
式 序列 却 总 是 可 用 一 至 的 式 子 来 表示 . 这 是 子 结 式 多 项 式 序列 的 
一 个 特点 , 在 很 多 情况 下 将 表现 出 其 优越 性 ， 
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三 个 或 者 三 个 以 上 的 多 项 式 系统 , 一 般 不 能 简单 地 由 一 个 “ 结 
式 ” 来 判定 它们 是 否 有 公 根 , 但 可 用 所 谓 “ 结 式 组 ”来 判定 . 俐 如 ， 
给 定 三 个 一 般 的 二 次 多 项 式 系统 : 


| 


容易 知道 , 如 果 bo HOFFA co #0 BK ao £0, 那么 hy » he ` h: 有 
公 根 当 且 仅 当 如 下 三 式 都 等 于 0: 


hi = agz? + aye + a, 
hg = box” +82 4+ bo, 
hg = coz? + cig + c2. 


a a, a 0 Gp Qj a 0 

| 0 1 ag 0 @ C2 ao di a 

| 0 ao al 2 Ü dp a a he b b 

j bo bi ba 0 ý CO Ci C2 0 t * c c 
0 bo b b 0 co ca €» Mo ee os 


当然 这 种 结 式 组 并 不 是 唯一 的 , 例如 可 以 引入 一 个 新 变 元 A, AS 
h = had Aha, BA res(ha h x) 作为 入 的 二 次 多 项 式 其 三 个 系数 显 
然 是 一 结 式 组 . 明显 地 还 可 以 有 其 他 的 组 合 - 它们 在 一 定 意义 下 
是 等 价 的 ， 一 个 比较 好 的 说 法 是 , 如 果 ao AO BE bo HO Bk co HO, 
那么 hi ha ha 有 公 根 当 且 仅 当 矩阵 


的 秩 小 于 4. | 
上 面 这 段 话 具有 普遍 的 意义 . 在 给 出 一 般 的 方法 之 前 , 让 我 们 
先 来 看 一 个 具体 的 例子 ， 我 们 要 给 出 范例 (7.1) 的 一 个 结 式 系统 ， 
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p 
Fin. 


从 而 给 出 求解 范例 的 第 三 种 方法 . 


fo=a*-2+a=0, 


fiz ert- r-rel =O, 
fa =z? tbr -1= 0. 


现在 时 利用 联 立 性 质 , 而 不 只 局 限于 两 个 方程 两 个 方程 地 消 元 这 
不 外 乎 用 变 元 的 一 些 虞 积 来 飞 诸 方程 然后 对 它们 进行 线性 组 合 . 

店 于 我 们 已 经 对 “线性 化 ”方法 有 了 相当 的 了 解 , 无 妨 直 接 考虑 * 线 
性 "方程 组 (把 zx NR n an 2°, ote? a al 看 作 不 同 的 变 


Jb): 

1 0 bè -1 0 0 0 D 0 

0 1 0 b -1 0 0 0 0 
zx 

0. 0 1 0 b. -1 0 0 0 
r$ 

0 0 0 1 0 è -1 0 g 0 
pa 

0 0 0 0 1 Q (XI n 0 
£ 

0 1 0 0 -1 a 0 0 ”|=|10 
a 

Ü 9 1 0 0 —] a. Q " 0 
E 

0 0 0 1 0 0 -1 4 0 
c 

Spo e; b X^ de 34) 0 
1 

j- dup wx cei wd: dvd 0 

O ite d» ep oei--ch | 0 


SO iD TDG (FATAR A BE: igi ot FT ERS ate) 知 , 它 等 价 
土方 程 组 ， 


"m 


Ü 
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10 6 -1 0 0 g 0 0 
0 1 0 b -1 0 0 0 ps o 
0 0 1 0 b -1 0 0 p 0 
0 00 1 0 b =j 0 0 
000 0 1 0 b -1 = D 
000 9 0 b bU —b . e 一 D 
000 2 o 9 a+b? -b = 0 
000 09 0 0 0 a? +6? — ab+ ab 5 a 
000/90 b 9 0 ab? + b° i o 
00205 9 0 o 0 0 0 
000 0.0 0 0 0 0 
现在 明显 地 只 需 考虑 最 后 五 个 非 零 方程 , 即 
z3 十 pr 一 1 = 0， 
b(x?--(b--1)g —1) =0, 
(at+b*)r—b = =Q, 
a? —ab+b? +ab =0, 
b7( + 2) =6 
于 是 原 方程 组 的 解 ( 亦 即 方程 组 (7.1) 的 解 ) 可 表示 如 下 : 
zZ3 一 1 一 0， # a= b= 0; 
(a+4)z+2=0, #a?+6a+4=0,b = —2; 


EM, 其 它 . 


一 般 地 , 给 定 一 组 多 项 式 : 
i|) = Bot" + ai z^ 7l Tec i=Q,. iE. 


不 妨 设 


ng Sy $c: S fik. 
如 果 fo 和 和 fa 的 首 项 系数 aoo . ako 不 都 等 于 0, 那么 方程 组 
Lo(z) = 0. filz) =0,.... fale) = 0] 
28 


等 价 于 “线性 方程 组 ”: 
[^*7 f(x) an 0,227! f(e) = 0, i = 1， EE = 1, ny Kk). 


RRA, 这 里 是 把 变 元 x HRH 1,2 27,.. 2708 :当做 不 同 的 
变 元 . 这 个 等 价 性 是 有 丰富 内 涵 的 , 比如 通过 适当 消 元 可 以 求 得 诸 
多 项 式 的 最 大 公 因 式 , 亦 即 原 方 程 组 的 解 . 

自然 , 前 述 引入 新 变 元 的 方法 仍然 能 行 得 通 , 这 里 从 略 . 
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木 节 扒 导 有 关 结 式 的 一 些 重要 关系 和 结论 ， 尽管 这 些 都 是 周 
知 的 , 可 是 这 星 的 推导 过 程 却 具 有 普遍 的 价值 , 这 就 是 我 们 之 所 以 
把 它 写 出 来 的 原因 . 

多 项 式 f(x) 和 9(z) MB. ic 


i=m+n—- ti, az oz, z= rl 2.0. ag ev =]. 


考虑 如 下 关于 变 元 tu mii... co 的 线性 方程 组 : 


aozi 十 Qiri- 十 -十 GrnTn-l = 6, | 
aoti + OTI 2 二 + amna =0, n 
aom 十 Q18mr 一 1 十 … + Ameo = 0. 
boz: + biti ++ (b, E g)m-1 = 0, 


bor; i +t at + (bn ~ grm_2 =O, 


bop 十 bin- Hen (b, = 9) to = 0. 
它 的 前 站 个 方程 仅 对 于 多 项 式 f(x) 的 m 个 根 
Qj, Ge, eg, Om 


成 立 ( 当 ao 关 0 时 ,恰好 是 m 个 根 ) 而 后 m 个 方程 是 恒等式 ， 因 
此 这 个 方程 组 当 县 仅 当 z 为 多 项 式 f(z) 的 根 时 有 解 . 并 且 由 于 和 
29 


zo = 1, EGR BPR ABA ESE ALAR, 这 意味 首 其 系数 矩阵 


90 Ql + [n 
n ay UE rr, 
ay ay Gin 
M= 
bo bi b, —H9 
bo hı " b, -9 
bo by oe Bs 


的 行列 式 (展开 为 9 的 多 项 式 ) 等 于 0: 
det(M) = egg" + ogm A +t em = O. 
这 就 是 说 , det(M) 作为 9 的 m 次 多 项 式 , 它 的 m TRA 
glai) g(«2), .... g(o4)- 
在 det(M) 的 上 述 展 开 式 中 , 显然 
co = (-1)"ag. em —res(f.g,u). 


由 根 与 系数 的 关系 , 得 ， 
Iso = (-1)n95. 


这 和 样 就 得 到 一 个 重要 关系 


nt 


res( f, g. z) m a; [fele (12.3) 
i1 
设 多 项 式 g(x) 的 nn 个 根 是 Pi, Bo, ..-, Pa. 根据 对 称 性 及 
{12.1) 式 , 可 得 
res( f, g, z] = cay DE«Goa. (12.2) 
il 


30 


"v "n 
resi f, gx) = agb LLL [ (4: - ea) (12.3) 
i-1j-1 
resi fi fa, g,2) = res(fy gm )res( fo, g,). (224) 
resi f, g. c) = aj "res( f, remíg, fi€).r). {12.5} 


HP d = deg(rem(g, f. 2). :). 

由 (12.1) 3X & (22.2) 式 , 易 知 : 

定理 1 WE ao £0 MH bo Z0, Ml f(x) I g(z) 有 公 根 的 充 
分 必要 条 件 是 res fige) = 0. 

设 入 是 一 个 参 变 起 , EX res{f.g 十 和 Zz) RA fle) 与 gla) 的 
A 结 式 . 它 是 关于 入 的 一 个 和 多项式， 我 们 有 : 

定理 2 f(x) Hm PDEA k PIETS gl) 20 WEE 
条 件 是 结 式 res(f.g tAr) 关于 和 的 最 低 次 数 为 六. 


$13 用 纸 外 行列 式 表示 的 结 式 


设 多 项 式 fie) 和 gla) 的 次 数 分 别 为 m 和 n, Bim > n, f(a) 
和 gla) 的 西 尔 维 斯 特 结 式 是 阶 数 为 mm 十 nm 的 行列 式 ， 一 般 来 说 ， 
计算 疹 阶 行列 式 是 相当 困难 的 ， 往 往 希望 通过 降 阶 , 来 降低 复杂 
庶 ， 本 节 介绍 两 个 降 阶 计 算 结 式 的 方法 ， 贝 佐 (E.Bezout) 结 式 消 
去 法 和 友 阵 方法 . 贝 佐 结 式 消去 法 所 要 计算 的 行列 式 的 阶 数 是 m 
友 阵 方法 则 可 以 是 m, 也 订 以 是 m. 
3 13.1 贝 佐 结 式 消去 法 

设 


f(x) = aga" +aye™ Beo € K[z] 
glx) = byr” + biz" 7! +--+ HA, € K[z]. 


MERKE m= n 时 的 情形 .把 fla) 和 g(x) 写 为 如 下 形式 : 


f(z) = fa(z)z' + falz), 
g(x) = gi (z)z* + guls). 
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其 中 
”有 人) 一 aor +. t anai fiala) es itzi 十 十 on， 
ga(z) = box? ++ bas gizle) = bs az! + +++ + bn. 


可 以 证 明 f(x) 和 g(x) 的 公 根 必定 是 多 项 式 


plz) = 


fa(z) fele) _< "Y 
eaa) guste) 52. dde j (13.1) 
I= 


的 根 . 这 是 内 为 


fale) fiz(z) 
f galz} gilr) 


-j| fale) fa(z) + fale) |_| fale) flz) 
gale) galeje’ + g(s) | ga(z) gir) 


考虑 形 如 (13.1) 的 所 有 多 项 式 : 


n 
Pu—i41(Z) =$ diga", i= 1,2,...,n 
j=l 


3X n PERAN ASE 


dii di 5 din 
doi d > dan 


dni dno EE dnn 


称 为 多 项 式 fr) 和 g(x) 的 ABH 15, 记 作 Bezout(f,g,2). 其 
行列 式 就 是 f(x) 和 g(z) HAR. 
可 以 直接 用 多 项 式 f(x) I ofc) 的 系数 写 出 它们 的 贝 佐 矩 阵 . 

记 

li, 3] = aib; — ajbi, 

min(i, j} 
cy= Š. ki+j+l- k] 
kzt 
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RI CA dicia = ciz) 


Bezout(f,9,2) = (ci), i—0,1,^54,^ 15; =0,1,---,2-1, 


HI Bezout{ f, g, x) = 


lo, 1] [0， 2j (0, 3] aie [0， n) 
o, 2] [0, 3] + [1,2] [0, 4} + [1,3] Pide j1, n) 
10,3] [0,4] - [53] [0,5] + [1, 4] + [2,3] --- [2, nj 
0n] — [Lu] (2, n] n dosi] 


4m>n bt, 考虑 多 项 式 flz) Arr g(a). 这 两 个 多 项 式 的 
次 数 相等 .用 上 述 方法 可 以 构造 出 n 个 多 项 式 : 


m 
pi(r)-— Soca, i=m-—n,...,m (13.2) 
j=i 


并 且 不 用 另外 的 m-n TEMA 


Pk(z) = fxa(z)g(z), k-1i,..,m-n-1 
WAM m-n4ZExX 
an(x) = x*g(x). k—0,1,...,» 2n—1 


RECH (13.2) 中 的 多 项 式 -~ 起 组 成 mtn EXE. 这 mon 
个 多 项 式 的 系数 矩阵 称 为 多 项 式 f(z) 和 9(z) 的 UL f KER, 记 作 
Bezout(f,g, 2). 其 行列 式 就 是 fle) 和 g(z) 的 结 式 (参见 本 书 第 6 
à). 
8 13.2 A HM J kk 

Bt f(x) 是 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 : 

f(z) = 2” + ar"? p agr"? +e tanar + an € Kr]. 
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n fr ab V Jg 5 Hi (F.G.Frobenius) RẸ : 


0 —@n 
1 0 —ü&4—1 
F= 1 : 
U. 0 =ag 
上 —üi 


称 为 多 项 式 f(z) 的 友 阵 8 . 用 IL, EG on 阶 单位 阵 , 由 行列 式 的 
计算 可 知 : 

lzIn ~ F| = f(e). 
这 就 是 说 , 任何 多 项 式 都 是 其 友 阵 的 特征 多 项 式 . 

多 项 式 的 根 与 其 友 阵 的 特征 值 是 一 一 对 应 的 .这 一 联系 应 能 
使 我 们 把 多 项 式 之 间 的 关系 转化 为 两 者 友 阵 之 间 的 关系 . 但 这 方 
面 似乎 仍 未 得 到 充分 展开 : 下 面 的 论断 是 简单 的 : 

定理 1 设 Flz) 和 9fz) 都 是 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 , 下 是 
f(z) 的 友 阵 , WI f(z) 和 g(z) BR. 4AM oF) 3E RI. 

证 阴 不 妨 设 m = deg(g, z), g(x) 的 m TR RE 01,02, aram. 


nt 


g(F) = lH = og ky). 
t=1 
两 边 取 行 列 式 , 得 


m 


lec) = [[ KE - ait). 


= 
FF f(x) 的 友 阵 , 所 以 
F -o;L| = (-1)" lada - F) = (-1)"f(ax). (69 1,2,....m) 
于 是 
(P= (1)™ Tf). 


izl 
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RH, 定理 就 是 显然 的 了 . 

在 利用 上 述 论断 消 元 以 判断 两 个 多 项 式 有 无 公 根 时 , 主要 的 一 
步 是 计算 友 阵 POR. 当 圭 指数 不 超过 友 阵 下 的 阶 数 ”时 ， 
F* 有 如 下 一 个 简易 可 行 的 求法 一 一 先 求 出 F* 的 第 1 列 , 再 由 第 
1 列 推出 第 2 列 , 第 2 列 推出 第 3 列 , 等 等 , 直至 推出 第 x 列 . 

将 F* HOA OS 


Fe = (B. Be, EE! By). 


不 难 证 明 
A= PR. (§=2,3,...,2) (13.3) 


事实 上 , AF 是 弗 罗 贝 尼 乌 斯 阵 , 故 对 了 = 2,3... n8 
e; = Fei, 
其 中 e; 表示 第 i 个 分 量 为 1 ERDERA 0H n PIS. 于 是 
Bi = Fre; = F*(Fe;_1) = F(F*ej 1) = FBi 1. 
(13.3) REST F* 中 后 一 列 与 前 一 列 的 关系 . x, 


Bi = F*e, = FHH Fej) = Fr lesy =- 


(13.4) 


Fey = ek+1) “4k <n iN; 
^] Fe, =a, M k=n 时. 


其 中 是 下 的 末 列 向 量 . (13.4) 式 给 出 了 F^ 的 第 一 列 . 
$14 方程 组 与 消去 法 


最 后 让 我 们 回顾 一 下 本 章 所 给 出 的 诸 算法 与 方程 组 的 关系 . 

在 线性 代数 方程 组 的 理 沦 中 , 如 果 一 个 方程 可 以 表示 为 其 它 
方程 的 线性 组 合 , 那么 该 方程 可 以 从 方程 组 中 划 去 而 不 影响 方程 
组 的 解 , 并 且说 原 方程 组 是 线性 相关 的 . 这 个 概念 对 应 于 非 线 性 
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代数 方程 组 理论 中 , 则 是 所 谓 整 相关 性 概念 . 方程 f(x) = 0 的 解 
与 多 项 式 f(z) 的 根 (或 零点 ) 显然 是 一 回 事 , 所 以 有 时 不 提 方 程 
f(x) =0 而 只 简单 地 说 多 项 式 f(z). 
给 定单 变 元 方程 组 : 
So: ifí(z)-0: i-—0,1...,n). 


其 中 file) e Kie] 如果 存在 


q(x} € K [a], i-0,1,...," 


且 其 中 至 少 有 一 个 qla) = | 使 


》 ax) fila) = ao(z)fo(z) + a (2) file) +--+ + as (2) fa (n) = 0, 
2 一 0 
就 说 方程 组 So 或 其 诸 定义 多 项 式 fileli = 0,1,...,n) 是 整 相关 
的 . 比如 说 qo(z) = 1, 此 时 方程 组 So 与 方程 组 


Sy: [(fiír)m0: izL,...,m) 


同 解 ( 重 解 依 其 重 数 计 ). 所 以 , BHRAT TER n] LiB TRI P n X2 
去 某 个 方程 进行 化 简 ， 在 这 种 情况 下 ， 


fo(z) € (i(z),..., fa (z)). 


这 里 (A(@),....fale)) 即 为 Co] 中 由 file). fs (m) 生成 的 理 
dos oo 
并 说 Uns ss fn) 整除 fo. 
两 个 单 变 元 多 项 式 的 整 相 关 性 ( 即 整除 性 ) 问题 , 可 以 用 多 项 
式 的 带 余 除法 (或 伪 除 法 ) 来 解决 ， 多 个 单 变 元 多 项 式 的 整 相关 性 
问题, 虽然 可 以 用 “联合 消去 法 ”的 某 种 简单 变化 来 解决 , 但 一 般 者 
是 两 个 两 个 地 来 处 理 . 
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线性 代数 方程 组 的 另 一 种 重要 情形 是 不 相 容 方 程 组 (RA 
方程 组 )， 这 在 非 线性 代数 方程 组 理论 中 也 是 重要 的 , 对 应 着 一 个 
概念 : 方程 组 (或 者 多 项 式 ) mur. 
给 定单 变 元 方程 组 : 
{fi(z) 20: i=0,1,...,n}, 


其 中 file) & Kejl 如 果 存 在 
qi(z) € K[z], i —0,1,...,n 


使 


M ai(z)f(z) = go(z)jo(z) + q (e)fi(z) +--+ gale) fal) = 1, 
i=0 
就 说 方程 组 So 或 其 诸 定义 多 项 式 fleki = 0,1,...,n) 是 不 根 容 
的 , 或 SHAY. 

两 个 单 变 元 多 项 式 是 否 互 束 , 可 以 用 它们 的 结 式 是 和 否 非 堆 来 
判定 . 多 个 单 变 元 多 项 式 的 互 素性 问题 , 一 般 也 是 两 个 两 个 地 来 处 
理 . 

介 于 整 相关 性 与 互 素 性 之 间 的 情形 , 在 线性 代数 方程 组 中 是 
不 存在 的 ; 而 在 非 线 性 方程 组 , 就 是 相关 性 概念 所 表达 的 情形 ， 

给 定单 变 元 方程 组 : 

{fi(2) =0: t=0,1,...,n}, 
其 中 天 (zx) E Kiel. 无 妨 假 定 
m = deg(fo, z) > deg( f1, £) > --- > deg(fa, 2) =L. 


如 果 存 在 不 都 等 于 零 的 多 项 式 
glz) € K[z], i —20,1,...,n 
H. 
deg{ qn, c) «m, deg(q:, x) <k t= 0,1, .. .了 入 一 】 


使 
Ya (a) fiz) = (a) fale) + pfi) +--+ + enw) fala) = 0, 


Rin RA So 或 其 诸 定 尽 多 项 式 fix) =0,1,....n) 是 HX H. 

两 个 单 变 元 多 项 式 f(x) 和 g(x) Ares estar. 3 
么 它们 必定 有 非 平 开 的 公 因 子 : 呆 以 用 络 式 消去 法 把 它们 的 最 大 
公 因 子 d(z) REK ERES f(x) = 0 fü g(z) — 0 的 方程 组 
时 , 可 以 把 这 两 个 方程 从 原 方程 组 中 划 去 而 代 之 以 diz) = 0. FY 
证 明 , 三 个 或 者 三 个 以 上 单 变 元 的 多 项 式 总 是 相关 的 . 

值得 指出 , 本 章 的 重点 是 “ 子 结 式 多 项 式 序列 ” 它 在 理论 上 整 
齐 统一 , 而 在 算法 上 简洁 明快 ， 希 望 读者 对 此 特别 注意 (参看 第 6 
$i). 
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$32 


三 角 型 方程 组 


对 于 一 般 的 非 线 性 代数 方程 组 , 我 们 首先 要 把 它 化 为 一 些 一 
HEHEA, 然后 通过 对 这 些 三 角 型 方程 组 的 进一步 分 析 来 了 解 
原 方程 组 解 的 性 态 ， 本章 研究 三 角 型 方程 组 与 其 他 方程 的 相关 性 
问题 , 主要 是 前 一 章 有 关 概 念 以 及 相应 算法 的 一 种 推广 . 

为 了 行文 方便 , 一 般 我 们 总 把 三 角 型 方程 组 写 为 


万 {21) = 0, 
Rd A 
六 (rzz ze) 一 0 
这 时 ， 所 论 基 域 是 K E Ul]... Up BY) 77 E A o K(u, tt tr), 即 
fi € K(um,...,ur)[ei,..., 2i). se ee 


简单 地 , 也 把 K(w1,...,0-) SAK. 我 们 将 讨论 TS 与 另 一 个 多 项 
式 方 程 g = g(zi... m.) = 0 HHR IE, 整 相关 性 .相关 性 以 及 7S 
关于 9 的 相对 单纯 分 解 等 等 , 这 是 一 个 具有 独立 意义 的 重要 问题 ， 
比如 一 个 实际 的 近似 计算 过 程 总 可 以 用 一个 三 角 型 方程 组 来 表达 ， 
该 三 角 型 方程 组 与 另 一 个 多 项 式 方 程 的 关系 问题 , 反映 着 这 个 近 
似 计算 的 精度 . 当然 并 非 已 无 用 武之 地 , 在 这 里 还 有 另外 一 些 问 题 
仍 未 得 到 很 好 解决 , 它们 或 可 作为 初学 者 入 门 的 恰当 题 月 . 
为 了 对 这 些 内容 有 一 个 直观 的 了 解 ,让 我 们 从 一 个 例子 谈 起 . 
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G15. eo E 学 


求解 方程 组 : 
AG, y) 一 —ay? + 22? —x-—2y+2=0, 
fals, y) = £? — ry +y? -3y +2 = 0, 
falz, y) = £? + bry + 3y? ~ 624 2y- 5 — 0. 


把 fi. fo 看 作为 y 的 多 项 式 (z+ 作为 参数 ) CNM FAAS 
项 式 序 列 (其 定义 见 810) 是 : 
P3(fi, fos v) = fi, 
Pa(fi, fa, v) = fz, 
Pi(fi. fa. y) = (£ + 2)((x + 1)y — (2? + 1)), 
Pi fi, fo y) = res( fi, fa, y) = x?(x V 1) (z d 2). 


Hit fo 作为 y 的 多 项 式 其 首 项 系数 是 1, 所 以 (f =0, fo =0} 的 
解 集 是 如 下 两 个 方程 组 解 集 之 并 : 


{gi(z) =2+2=0, Po=O0}, {g2(z)=2?(e-1)?=0, Py = 0}. 
这 是 因为 , 4 gi(z) — O 时 , P 的 首 项 系数 (x o 2)(z - 1) = 0, 
gcd(fi, fa. y) = Polfi, fo v), 
而 当 gz(z) = 0 时 , P, 的 首 项 系数 (e + 2)(e 1) #0, 
ecd( fi, fa, y) = PCR, fa y). 
这 样 , 原 方程 组 就 化 为 如 下 两 个 方程 组 : 
| gi(z)=2+2=0, 


hilz y) = y? — (z 4 3)y - 2? 4-2 — 0, 
falz, y) = z? + Sry +3? — 6r + 2y - 5-0. 


halz, y) = (z + 2)((z + 1)y — (z? + 1)) =0, 


92(z) = z^(z — 1)? — 0, 
fa(z,y) = 2? + 5zy + 3y? — 6r + 2y - 5 — 0. 
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接 下 来 需要 做 的 , 是 判定 三 角 型 方程 组 {91{x) = 0, hi(z,y) = 
0) 和 {gz(z) = 0, holz, y) = 0} 备 有 哪些 解 使 得 方程 fa(z.y) = 0 
成 立 ? 超出 这 个 实例 , 可 以 考虑 一 个 略微 一 般 的 问题 , 即 给 定 三 钊 
型 方程 组 : 
fi(zi) = 0, 
TS: fa(z1,22) = 0, 


及 另 一 多 项 式 方 程 
g(zi,22,- 2 ,Ts) = 0, 


试问 方程 组 TS 的 哪些 解 使 得 方程 gtzi,z2, som.) m 0 RA? 此 
时 无 疑 可 以 借用 上 一 章 的 诸 方法 来 进一步 求解 . 可 是 我 们 不 简单 
套用 单 变 元 的 方法 . 因为 那样 做 往往 比较 繁琐 . 本 章 将 给 出 一 个 系 
统 化 的 方法 , 下 面 就 本 节 的 这 个 简单 例子 来 展示 该 方法 的 楼 概 . 
首先 来 看 方程 组 (n(x)-9,h(zy)-0) SHB falz,y) 20 
ri(z) = res(f3, h1, y) 
= 52x4 + 8229 — 352? — 992, 
To = res(r1, g1, T) = 234. 


容易 知道 


gi(z) = 0, a= 
| i4) 35, => nis => rn =l. 
falzu) =0 : 


而 72 = 234, 因此 方程 组 {91 (x) = 0, ha (x, y) = 0} SAB fa(z,y) = 
0 是 不 相 容 的 , 即 方程 组 (gi(z) = 0, hilz, y) = 0, fa(m y) = 0) X 
fA. 在 此 情况 下 , 我 们 也 说 多 项 式 f(a, y) 与 三 角 列 Im (x) hir v) 
a. 
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再 来 看 方程 组 {ga(z) = 0, ha(z y) = 0) 与 方程 f(x,y) — 0 的 
KR. T 


R(x) = res(fa, h2, y) 
= 9r + 39x5 + 4524 — 9z? — 48z2 — 362, 
Ro = res(Ry, 92,2) = 0. 


易 知 多 项 式 Ri (x) 与 go(z) 的 最 大 公 因子 是 g(z) = z(z 一 1) (这 样 就 
有 分 解 g2(z) = (9(2))?). 所 以 只 要 考虑 方程 组 {g(z) = 0, ha(z, y) = 
0) 45 E fs(z,y) = 0 的 关系 . 令 
pi(z) = prem(f3,h2,y) 
= 92° + 39z? + 4524 — 9x? — 48x? — 36r, 
p2 = prem(pi, g, £) = 0. 


而 
po = 0， pi{z) = 0, g(x) = 6, 
g(r)20, = gz)=0, 一 ha(z, y) = 0, 
ho{z,y) — 0 ha(z,y) — 0 fa(z, y) = 0. 


因此 方程 组 {19(z) = 0, ha(z, y) = 0} 与 方程 fa(z,y) = 0 是 完全 
相 容 的 ， BB 7; Ta eH {gz} = 0, ho(z, y) = 0, falx, y) A 0) 与 方程 组 
{g(x) = O,ho(z,y) = 0) 同 解 ， 我们 称 多 项 式 fley) 与 三 角 列 
(9»(z), ho(z, y)) 是 相关 的 , 它 与 三 角 列 (g(x), hola, y)) 是 整 相关 
的 . 

至 此 即 知 , 原 方程 组 的 解 (包括 解 的 重 数 ) BT NH : 


(z(z — 1) 2 0, (z + 2)((z + Dy — (2? + 1)) = 0}. 


一 个 多 项 式 与 一 个 三 角 列 的 相关 性 , 互 素 性 以 及 整 相 关 性 
在 非 线性 代数 方程 组 的 求解 理论 中 具有 基本 的 重要 性 .这些 概念 
及 其 相应 算法 是 本 童 的 主要 内 容 . 


816 z 素 性 


给 定 一 个 三 角 型 方程 组 : 


Ahn) TE 0, 


TS: f2(21,25) = 0, 


fi(z1,22,...,0,) = 0. 


我 们 用 TS 来 记 其 等 式 左 边 的 多 项 式 列 fos fassus FL) 并 称 之 为 
一 个 三 角 列 . 对 于 一 个 多 项 式 9g = glr t-t) 如 果 存 在 多 项 


gg - qfi q2f2 oc dif 
则 称 多 项 式 9 与 三 角 列 TS 是 BRM, 记 为 
(g, fis fo,..., fa) = (1). 
XX HL (9, fi, fas. fa) 表示 天 [za:zz… 2] 中 所 有 可 用 形式 
dog + qı fı t d2f2 t ae fs 
表示 的 多 项 式 之 集 ， 即 天 [z1,22,...,zs] 中 由 多 项 式 9 ffe 


J, 所 生成 的 理想 . 
如 果 多 项 式 g 与 三 角 列 了 5S 是 互 素 的 , BA 


{g=0,f, = 0, fe =0,...,f, =O} = 1-0. 


即 方程 组 (g =0f1 = 0,f2 =0,...,f, =O} 是 不 相 容 的 . GRE 
概念 是 非 线性 代数 方程 组 理论 中 最 基本 的 概念 之 一 ， 

由 上 一 章 知道 , 两 个 单 变 元 多 项 式 的 互 素 性 可 用 它们 的 结 式 
来 判别 .一 个 自然 的 想法 是 担 结 式 的 概念 推广 于 多 项 式 9 与 二 角 
列 TS 的 情形 , 以 作为 多 项 式 9 与 三 角 列 TS 互 素 性 的 判定 算法 - 
这 下 如 我 们 在 815 里 判定 方程 fs = 0 与 三 角 型 方程 组 {gi(x) = 0. 
hilz y) = 0) 不 相 容 时 所 做 的 那 料 ， 
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设 多 项 式 g 与 三 角 列 TS 如 上 , id 


Ta — gg, 
T4—| = res(r,. Jita) 
T$,—2 — res(r,..1, fs 21): 


To = res(7,, f1, 21). 
我 们 称 ro 为 多 项 式 9 关于 三 角 列 TS 的 xL 记 为 
res(g, fo fou. fi). 
依 惯例 , 用 lcoef( -,2) 表示 多 项 式 关于 x 的 首 项 系数 ， 记 
ci = leoeff(f., x:i). 下 他 可 
常常 把 ci Rud 所 的 WX. 很 明显 ,et © K. cs € Kn]... 


c, € K[zi,..., 2z,.]. 设 多 项 式 g SHAR TS 如 上 , 由 上 述 归纳 
定义 可 得 一 列 等 式 : 


Pe =g, 
TQ) = Geys 十 b. fe, 
Ts—2 = (4 T, ib, ifs 1， 


ro = arı + Oy fi. 


把 rs, Tot, + To 由 上 往 下 顺 次 代入 , 就 得 到 恒等式 : 


ro = hog + hi fi Rafa t +h fs (16.1) 
k—1 3 

其 中 hi = by, hs = be [ [ek = 2,...,8), ho = [ oc 并 且 归 纳 地 
i= i=l 


可 以 证 明 : MH ci Ao = 1,2,...,8, 那么 9 与 3 互 素 , SHR 
当 res(g, fs, fis f1) #0. 
在 上 面 这 个 论断 中 , 条 件 是 ci 关 0(i = 1,2,..., k). 然而 对 于 一 
般 的 三 角 列 来 说 , 这 样 的 条 件 会 带 来 一 些 问 题 ， 比 如 我 们 取 
万 = a(x +2) =Q, 
fo = zy? + 2y — (z? 4 1) = 0. 
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如 果 要 求 Icoeff( f2, y) =r 40, 就 失去 了 一 些 有 用 的 情形 ， ATR 
免 发 生 这 种 现象 , 可 以 把 (fi. fo) 分 解 为 如 下 两 组 : 

fi-r-0, fig =2+2=9, 

fay = 2y — (x? + 1) = 0; fog = zy? + 2y — (27 +1) = 0. 
从 后 文 将 知道 , 这 种 分 解 并 不 难 做 到 , 所 以 一 般 只 考虑 这 样 的 三 角 
列 使 其 ci 7 0, ca SHAW (fF) RC. cs 与 三 角 列 { 方 , 户 } 互 素 ， 
cs 与 三 角 列 {fifa ,六 -ij BR o 递 推 地 利用 上 述 论 断 可 知 ， 
此 时 

ĉi z 0, 


res(co, f1) # 0, 
res(cs, fa, fi) # 0, 


res(Ca, Pa as. A) #0. 
这 样 的 三 角 列 称 之 为 ESA) ,或 EAS! iA AC. 
这 样 就 得 到 了 如 下 重要 的 互 素性 定理 : 
定理 1 多 项 式 g 二 g(z1,72,...,X%s) 与 正常 升 列 AC: (fife, 
+ f) BR, 当 且 仅 当 res(a fs, fais fi) £0. 


9817 £& 相关 性 


给 定 一 个 三 角 列 TS : (fifa... f], 和 一 个 多 项 式 9 = 
g(z1,22,..., 24), 如 果 存 在 多 项 式 gi € K [ri1,22,..., 754], 2 =1,2,..-,8, 
fi g—a fit dafo o as f., Bl 


g € (fis fas--->Fe), 


则 称 多 项 式 9 与 三 角 列 TS 是 RAK 的 , 也 说 理想 (A, fo...., fs) 
整除 多 项 式 9, 记 为 


g =O (fi, fas fe): 
如 果 g 与 三 角 列 TS 是 整 相 关 的 , 那么 
{fi =0, fe =0,..., fa = 0} = {fi = 0, fo —0,..., f, = 0,9 = 0]. 
45 


在 这 里 , 整 相 关 性 概念 所 起 的 作用 类 似 于 线性 方程 组 理论 中 线性 
相关 性 概念 所 起 的 作用 . 整 相 关 性 概念 是 非 线性 代数 方程 组 理论 
中 又 一 个 最 基本 的 概念 
要 给 出 一 个 切实 可 行 的 算法 来 判断 一 -个 多 项 式 与 一 个 三 角 列 
是 否 整 相关 , 远 不 是 一 件 轻而易举 的 事 . 正如 在 单 变 元 的 情形 那样 ， 
我 们 首先 想到 的 当然 是 除法 .我 化 要 把 这 种 运算 递归 地 定义 于 一 
个 多 项 式 与 一 个 三 角 列 的 情形 . 在 这 种 情况 下 , 伪 除 法 比 除法 更 为 
适用 . 这 个 思想 已 经 在 $15 里 出 项 了 , ERE, 我 们 断定 方程 fa = 0 
与 三 角 型 方程 组 {gz(z) = 0, ha(z, y) = 0} 是 “完全 相 容 的 ” 这 和 整 
相关 性 概念 是 一 致 的 ， 
设 多 项 式 9 与 三 角 列 了 S 如 上 , ic 
Te — gi 
Ta—1 = premír,, fs: 2s); 


T.—2 = premír, 1, fat Ts_1)， 


ro = prem(71, fi, 21). 
我 们 称 ro 为 三 角 列 TS 除 多 项 式 9 的 余 式 , 记 为 
prem(g, fa, fi... f1)- 
设 ci = dcoeff(fi zi), i= 1.2,..., k. Bl c; 为 f; HMR. FH, 
根据 定义 , 我 们 可 以 得 到 一 列 等 式 : 


Ts = 9, 
| 
Te--l = Cs Ts + asf, 
d... 
Po—2 = Ce] Ta-1 十 Gs—ifs—1; 


(17.1) 


ro = cr -gfi 
把 这 些 Tas Vas cee TO FH ETE FMR AR A, 就 得 到 如 下 的 所 请 余 
式 公 式 : 
q[c» = > Qifi+ro. (17.2) 
i=l i=l 


4E 


vo ys 


其 中 di 为 非 负 整数 , i = 1,2,...,s, B 


Qj = ~q; 


k-1 
Qe = -Tc Barend 
ji 


上 述 由 9g FRR RASS) ro 的 算法 , 称 为 逐次 伪 除 
法 . 
余 式 的 一 个 显著 特征 是， 


deg(ro, z;) < deg( fi, zi) #=1,2,...,8 


期 余 式 中 zi 的 次 数 小 于 fe 中 zi 的 次 数 . ROK MR 中 zi 的 
次 数 小 于 fi 中 ri 的 次 数 (i = 1,2,...,5), BA {五 , fois f. BR 
g 的 余 式 就 是 g AG. 

引入 逐次 盆 除 法 , 是 用 以 判定 多 项 式 9 与 三 角 列 TS : (fii fo, 
4f] 的 整 相关 性 的 , 可 是 对 于 一 般 的 三 角 列 来 说 , 这 并 不 总 是 
Axi. Min, TSi: {fi = el, f2 = tirg}, gi = ti tr, EA 
多 项 式 环 Q[z1, I2] 中 , 理想 (z2,0:22) 由 所 有 被 r 整除 且 不 念 一 
次 项 的 多 项 式 组 成 , 显然 gi (fi fe), 但 prem(gi, fa, fi) = 人 X 
Bilt, TS; {hy = x} +2,,ho = mix +22}, g2 = (zl + 1)z2, 92 = 
(21 + 1)A; —aih, € (hi, ho), 但 prem(ge, ha, hi) = ga #0. 

由 此 可 见 , 不 受 任何 限制 的 三 角 列 对 于 整 相关 性 来 说 不 是 一 
个 好 的 规范 概念 . 幸运 的 是 816 所 引入 的 于 常 升 列 的 概念 , 不 仅 对 
于 五 素性 而 且 对 于 整 相 关 性 都 是 恰好 的 ,. 这 反映 于 如 下 整 相关 性 
定理 之 中 : 

定理 1 多 项 式 9=9(zt:z2 zs] 与 正常 升 列 AC: {fi fr, 
oí fs} 整 相关 , BI 

g € (fis fo... fa). 


MBA 
prem(g, fo, f.i... fa} = 0. 


A7 


918 整 相 关 性 定理 的 证 明 


AT UE X PE RE BI, 引入 正常 升 列 的 另 `…-- 种 等 价 定义 是 
方便 的 : 给 定 三 角 列 TS Hh... f) Y ci A f; HMA, WTS 
是 正常 升 列 SAR o 关 0 并 且 对 于 每 个 = 2, ...,s, Wat G 
不 是 多 项 式 环 

下 | 


中 的 零 或 零 因 学 . 
这 种 说 法 不 是 算法 性 的 , 但 在 叙述 中 有 它 的 便利 之 处 ， 现 在 
证 我 们 通过 下 鲍 来 直观 地 理解 这 些 概念 考虑 三 角 列 


ft cu = ut; 
TS: 
{ fa = (zi u)r? + 2129. 


4B fi 70 f; Er VERE u HARARO K) 上 的 多 项 式 , 此 时 cl = 1. 
c2— 321 — u; 4 fi — a1 — V? =0 时 有 两 种 可 能 情形 : 


zi— u—0, KA wi 十 = 二 0. 


BE (21 —u)(artu) = fi = 08). 所 以 cz = zy -u BH K (u)s]/ (3) 
中 的 零 因 子 . 这 说 明 TS we 


ULT uEBI SEXE ATE eB. 
充分 性 AC: { fi, fa,... ifs} 是 正常 升 列 ， 如 果 


prem(g, fs, f.—1,..., f1) = 0, 
要 证 g 与 AC WANK. 考虑 (1) 中 的 等 式 , 此 时 
m=0 => cfr, =0(fi) = 11 =O(fi). 
这 后 一 步 成 立 是 因为 ci 不 是 环 KK[z1]/(f1) PSAP. KH, 
n=O) => cromO(fofe) = m2 =0(fi, fa. 
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后 一 步 成 立 是 因为 co REM K [n] /(f, f2) 中 的 零 内 子 ， 以 此 类 
HE, 最 后 我 们 就 得 到 


g s =O(Sfi. fa... fa) 


BD g 与 正常 升 列 AC 整 相 关 . 
必要 性 an g —Ts. = 0 (fr; fe...-, fs), MEEST 81, 92; 
t Gs € K[ri,22,...,2,], 使 


g = qfi + gefe + +ga fs, (18.1) 


ut To = prem(¢, fs, f... . af = 0. 


设 Tp = prem(g, fa, fai. ET fi): 则 在 据 余 式 公式 ， 此 时 有 多 
项 式 c, Qi; Qe, haig Qs € K [zi , 22, us I^ 使 
ege Qh o Qifa b Qus m (18.2) 
H 
deg(ro, z;) < deg( fi, xi). i= 1,2,...,8 (18.3) 
EA e 3& (18.1) RAIA, 并 与 (18.2) 式 联 立 , 消去 女 边 的 c.g, 可 得 
Ta = aifi 十 … :十 Gs-1 fia $ @s fs, (18.4) 


其 中 ai = eg; --Q,,i=1,...,8s-1, n. Y m = degl fa, £a), a, M o, 
R)EEREHEPJÀ a, = bpt? +e t bir, bo. 把 ai 中 关于 x, 的 次 数 
等 于 mc p Ii daz i-1..,5—1. Wc, 是 f, HM. 
则 由 于 fi, fore. f.i PRA z, 利用 (18.3), 可 得 


dfi doe da- 1fs -1 se bycs = 0. 
TER 
bpCs = 0(fi...-.fs—1). 
因 AC: {fi, Je, ss fal RE 5, Cs 不 是 
Klri,... zea] fs... fe.1) 
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中 的 等 因子 , 所 以 b, = 0(fi, s fi). 即 有 多 项 式 hi, ..., hai, 
$ bp = hfi teet he ifsi. 
把 它 代 入 (18.4), 即 得 

fo = afa obe, afe idt aif. (18.5) 
Ep af = ait hiz? fa, i=,....8—1lat = bp_prk-14---+ do. 把 
以 上 对 (18.4) 的 讨论 施 之 十 (18.5), 即 可 得 ba = 0 (fi, fei) 
即 有 多 项 式 AT, ..., hz 使 

bp-1 和 万 十 十 六 天 -1 
如 此 继续 下 去 , 最 后 可 得 
fo — tifi oboe =0(fi,---, foi) 

EP t; € K(x5)[z1,..., 25-1]. 


现在 把 K(z,) > 当 作 基 域 { 以 代替 K), 并 用 To RE g, 令 ri = 
premí(ro, fs— 1 MERD LEM, 可 得 


To — rà md boob ti fs2 m (fu ssi fi). 


如 此 继续 下 去 , 最 后 就 得 到 ro = 0. TER. 
919 5 X 性 


给 定 一 个 三 角 型 方程 组 : 


filz) =0, 


TS: fa(21, 22) = 0, 


fs x1, £2, t G3) =0 


和 一 个 多 项 式 方程 g= g(z1,22,... T4) = Q, RE TS 对 应 的 三 骨 


列 是 正常 升 列 
AC : {fi,fo,.--. fa}, 
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那么 方程 g == 0 与 方程 组 TS 之 间 的 关系 , 除了 互 素性 和 整 相关 性 
这 两 种 极端 情形 之 外 , 还 有 怎样 的 中 间 情 形 呢 ? 这 就 是 本 节 所 要 
研究 的 相关 性 . 

先 引入 一 些 记号 : 令 


n, = deg( fi, zi), ial | s 


则 zl 有 ni 个 解 


Qj, O2, ..-, Qni’ 
对 应 于 每 一 个 解 zl = Qi, zz 有 n2 个 解 
Oi) Ei) ees lina)” 
等 等 . 一 般 地 , 对 应 于 每 一 组 
TQ = Qis, T2 Olii) 00 Tk — UG iz ent) 
Tei. 有 nea 个 解 
人 

TS 的 每 一 组 解 显然 下 以 表示 为 

Z1 = O04, 

$2 = As, iz) 

Ta = Oi izni)" 
POF ff ARRI BME EW Eiig) BA 

Elizia, nis) = (ai, Qi a) O (5s assi) 


With, TS 的 所 有 nin2.…ns 组 解 { 重 解 按 其 重 数 计 ) 可 表示 为 


{ze sid = ni ob i m 1,--- ng). 
设 Ci 是 " 的 初 式 G = 1,2,. 158); Va = deg{g, £a), 
Vj = degíres(g, f... S341), £i). j21,..,.8-1 


他 


nj-i 


-e EI T eee 


j=2i=liz=l iji 
根据 第 二 章 有 关 结 式 的 性 质 及 resa, f.i. Ja fi) 的 递 推定 义 , A 
易 得 到 


Tl n2 


res(g, fs, ， oy fas fi) = =Ç II II - Tf Hz, sf2, aod + (19.1) 


$1—13iz2-1 LIE 


设 A 是 一 个 参 变 元 , 结 式 res(g +A faofa i) 称 为 9 与 
AC : Ui fa f) OAR, 它 是 关于 和 的 一 个 多 项 式 . 我 们 有 
如 下 所 谓 相关 性 判 准 eal el 

定理 1 TS 的 所 有 mmn, H 


{zim hi m oy niis bi m Locum. 
HERA k MER g(z) = 0 的 充 要 条 件 是 结 式 
res(g +, fa... fas fi) 
关于 的 最 低 次 数 为 上 . | 


特别 地 , g 与 AC HOCH B XM res(g + A, fs... fo fi) 的 常 
数 项 不 等 于 0; g 与 AC 整 相关 则 res(g +A, fes- fn h) 仅 含 有 
À 的 次 数 为 mima sns 的 项 . 

作为 “站 素 ”概念 的 一 个 应 用 , 我 们 考虑 与 代数 子 流 形 的 一 个 
大 范围 性 质 * 模 截 性 ”有 关 的 问题 ， 令 


Fi (a1, 22, 23) = 0, 
Fy(zi.25,23) — 0 


表示 一 条 代数 曲线 , 并 令 
Fa(zi,22,23) =0 
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表示 一 个 代数 曲面 ， 我 们 想 要 知道 两 者 是 否 横 截 ， 由 于 曲线 的 场 
WEE VAX Sz Fo, WOR VF, 故 横 截 性 条 件 为 


(VF, x VF): yF x 0. 
WU FS FS) 已 转化 为 一 个 正常 升 列 (Rs fas f) 又 令 
g = (VF x VF2) V Fs, 
则 该 曲线 与 曲面 横 截 的 充分 必要 条 件 是 
res(9, fa. fa, fi) # 0, 
BB 9 与 (fo fe. fa} TA- 
否则 , 正常 情况 下 切 点 的 数目 等 于 
Idegree(res(g + A, fa; fo, fi), 4). 
XX Hb ldegree 含义 为 “最 低 次 数 " 


820 应 用 相关 性 判 准 的 几 个 实例 


在 几何 命题 的 陈述 中 常 有 这 样 的 情况 : ”满足 某 个 作 图 语句 
的 图 形 不 是 唯一 的 , 这 相当 于 表示 命题 假设 的 方程 组 (不 妨 设 它 已 
经 化 成 了 一 个 正常 升 列 ) TS 具有 多 组 解 。 当 TS TAM, ENS 
组 解 中 可 能 有 的 解 能 够 使 该 命题 的 结论 成 立 , 而 另外 一 些 解 却 不 
行 ， 这 时 候 我 们 可 用 $19 的 相关 性 判 准 来 判定 究竟 有 多 少 组 解 能 
够 使 结论 成 立 . 这 里 我 们 限于 讨论 等 式 型 的 命题 , 其 结论 可 以 用 方 
程 g=0 表示 ， i 

首先 考察 一 个 熟知 的 命题 , 即 所 谓 费 尔 巴 输 (K.W Feuerbach) 
定理 : 与 一 个 三 角形 的 三 边 相 切 之 圆 ， 必 与 此 三 角形 之 九 点 圆 相 
g. 


Ej ^4 — fü n zn NER vn e WE fece +, 即 一 个 内 切 图 
ATARIA BEENA REJILLA HABANA. 
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对 这 个 命题 (采用 适当 坐标 系 代 数 化 之 后 }) 用 相关 性 判 准 , 其 计算 
机 程序 (MAPLE) 如 下 : 


fb:=proc() 

fi:--ul^3*4*xu1^2*x1-4*u2"2*x1^2*u1-4*u2*x1^2*u1-4*u1 
*xi^2-8*u2^2*x1^348*u2*x1^3*4*x1^2*u1^3-8*x1^3*u1^2 
*-4*ui*xi1^4; 

f2:--2xu2*x1-2*x1*x242*x1*2*u1*x2-u1; 

f3:-4*ui*x3-u1^2-u2-u2^72; 

f&:-4*x4-1-2*02; 

f5:-ul1^4-2*u1^2*u242*u01^2*u2^2*u2^2-2*u2^3t*u2^4-u1^2- 
16*u1^2*x5; 

g:7normal(((xi-x3)^2t*(x2-x4)^2)72*x572*x174 
-2*((x1-x3) ^24 (x2-14) ^2) k (xb*x1^2) -2«x5*x1^2) ; 

r4:-resultant(g*T,f5,x5); 

r3:-resultant(r4,f4,x4); 

r2:=resultant (r3,£3,x3); 

ri:-resultant(r2,12,x2); 

rO0:-resultant(ri,f1,x1); 

lprint (‘The conjecture is true for‘, ldegree(rO,T) , ‘of 
the‘, degree(r0,T), ‘branches‘} 

end; 


屏幕 显示 的 运行 结果 是 : The conjecture is true for 4 of the 4 
branches, tE A Æ W A D AAS OAM ABST. A BAA, 即 此 命 
fe ee. HEA 586/75 微机 上 运行 时 间 不 到 1 秘 . 

另 一 个 例子 也 是 经 典 的 : 依次 以 三 角形 ABC 的 三 边 为 一 边 
作 等 边 三 角形 BCA, , CAB, , ABC, RKE AA, BB, OCZ 

由 于 每 个 等 边 三 角形 都 有 顺 时 针 和 反 时 针 两 种 作法 : — H 
到 8 个 不 同 的 图 形 , 即 8 种 不 同 的 铺 况 ， 对 这 个 命题 (采用 适当 举 
标 系 代数 化 之 后 ) 用 相关 性 判 准 , 其 计算 机 程序 (MAPLE) fin F : 


et:-proc() 
F1:22*x1-1; 
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F2:-24*x2^2-3; 

F3:-2x3^2*x4^2-u1^2-u2^2; 

F4:-2x3^2«x4^2-(x3-u1) ^2- (x4-u2) ^2; 

F5:-(x5-1)^2*x6^2- (u1-1) ^2-u2^2; 

F6:z(x5-1)^24x6^2- (x5-1u1) ^2- (x6-u2) ^2; 

fi:-F1; 

£2:=F2; 

£3:=resultant (F3,F4,x4); 

£4:=normal (F4); 

£5:=resultant (F5,F6,x6); 

£6:=normal (F6) ; 

A:=array(1..3,1..3,[[x2-u2,u1-x1, (x2-u2)*u1-(x1-u1)*u2), 
[x4, 1-x3,x4] , (x6,-x5,0]]); 

vith(linalg,det): 

g:=mormal (det (A)); 

p5:=prem(g,f6,x6); 

p4:zprem(p5,f5,15); 

p3:7prem(p4,f4,14); 

p2:-prem(p3,f3,x3); 

pi:sprem(p2,f2,12); 

po:-prem(pi,fi,r1); 

if p0=0 then print('The conjecture is true in general‘) 

else r5b:-resultant(pO-4T,16,x6); 

rá:-resultant(r5,f5,x5); 

r3:-resultant(r4,f4,x4); 

r2:-resultant(r3,f3,x3); 

ri:-resultant(r2,12,x2); 

rOÓ:-resultant(ri,f1,x1); 

lprint('The conjecture is true for', ldegree(r0,T),'of 
the‘, degree(r0,T) , ‘branches ‘); 

fi 

end; 


屏幕 显示 的 运行 结果 是 ; The conjecture is true for 2 of the 8 
branches, HI Jt p RE GUN] 8 种 情况 中 之 2 种 成 立 . 此 程序 在 586/75 
微机 上 运行 时 间 仅 1 秘 . 


一 个 颇 有 难度 的 命题 是 所 谓 素 保 -泰勒 (Thébault-Taylor) 定 


FF 


we 


BR. 这 是 法 国 几 何 学 家 泰 保 于 1938 年 提出 的 一 个 猜测 , 直到 1983 
年 才 被 泰勒 所 证 实 . 其 第 一 个 证 明 长 达 26 Ul! 在 欧 氏 几何 里 这 样 
的 难题 实 属 军 见 .这 个 绝 非 * 等 闲 ?” 的 命题 是 : 设 三 角形 ABC 的 
FI AS w, 外 接 圆 为 D. X d DARE BC 上 的 一 点 ;与 DB, DA 
A PORBELZ BIB ELA w; 上 DC,D4 及 D DŻ AR BLD 
wy. 求证 wo. 0 . wg = RAR. 


E 时, 命题 修 设 中 的 作 图 语句 决定 的 图 形 究 竟 有 几 个 , IRAE 一 
然 , 暂 甩 不 去 管 它 ， 对 此 命题 (采用 适当 誉 标 系 代数 化 之 后 ) 

S 其 计算 机 程序 (MAPLE) WF: 

tt:-proc() 

fi1:-4*x172*u1724u2^4-6*u1^2*u2^4-2*u2^2-2*u2^6 
-2*u2^2*u1^4-2*u2^6*ui^4tui^24u1^2*u2^8-*4*u2^4*u3 
-4*u2^4*ui^4*u3-42*02^4*u3^"2*u1^72; 

f2:-(4*u2^4-B*u2^4*u3*u1^2-4*ul^4*u2^448*xi*ul^2*u2^4) 
*x272-(-4*u2^2*u1^448*u2^444*u1^2-4*u2^6*u1^4-4*u2^6 
*8*ui^4*u2^4t4*u1^2*u2^8*8*ui^2*u274-8*u1^2*u2^2 
-4*u2^2-8*u2^6*u1^2)*x2*(-2*u1^2-4*u1^2*u2^4 
-2*ui^2*u2^8)*x1-1-8*u2^4*u3t8*u2^2*u3*u1^24u1^4 
*2*u2^4*4*u2^6*u1^4*u3tc4*u1^4*u3*u2^72-12*u2^4*u3 
*ui^2-2*u1^4*u2^4-2*u2^8*u3*u1^2-8*u2^4*ui^4*u3- 
2xu3*u1^24u1^4*u2^8*4*u3*u2^2-u2^8*8*u2^6*u3*01^2 
*t4*u2^6*u3; 

f3:2(4*u2^4-4*11^4*u2^4-8*u2^ 4*u3*u1^2-8*x1*u1^2*02^4) 
*X3^24 (8*u1^4*u2^4*4*n1^2-4*u2^2*u1^4-8*u1^2*u2^2 
-4*u2^6*ui^4*8*ui^2*u2^4-B*u2^6*u1^2-4*u1^2*u2^8 
-—4*u2^2*8*u2^4-4*u2^6) *x34 (2«u1^2-4*u1^2*u2^4 
*2*1u17^2*u2^8)x*x1-1-8*u2^2*u3*u1^2-48*u2^6*u3*u1^72 
*ui^442*u2^4-u2^8*«4*u3*u2^2-12*u2^4*u3*u1^2-2*u1"4 
*u2^4-8*u2^4*u3-8*u2^4*u1^4*u3-2*u3*u1^2*u1^4*u2^8 
*4*ui^á*u3*u2^2t*4*u2 O*u3*-4*u2^6*u1^4*u3 
-2*u2^8*u3*u1^2; 

f4:7x&*ui*xu2*1-u1^2*u2^2; 

f5:-xb*ui*u2-u1^2t14u2^2; 

f6:-(2*u1^2-2*u1^2*u2^4-2*x4*u1^2*u2^2*2*x5*ul^2*u2 2) 
*x6-(-u1^2-ui^2*u2^4)*xbt(-u1^2-u1^2*u2^4)*x4-ui1^4 
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f7: 


g:= 


r6: 
rs: 
r4: 
r3: 
r2: 
:sresultant(r2,f2,x2); 
:sresultant(ri,fi,xi); 


ri 
ro 


*u2^4á-14*u1^4*u2^4; 
z(-u2^2*u1^2*u2^4-u2^2*21^4*u1^2)*x7*(u2^2-u2^2xu1^4 
-n1^2*u1^2*u2^4-2*x5*u1^2*02^2)*x6-(u1^2*u2^44u1^2) 
xx5-u2^4-u1^4; 
(4*x2*u2^4*4*x3*u2^4) *x7* (-4*u2^7 2-4*12^648*u2^ 4) *x6 
-4*127^72-4*4u276*1*6*u2^4-4*x2*x3*u2^4tn2^8; 
resultant (g+T,f7,x7); 
=resultant (r6,f£6,x6); 
=resultant (r5,£5,x5) ; 
-resultant(r4,f4,x4); 
-resultant(r3,f3,x3); 


lprint('The conjecture is ture for‘, ldegree(r0,T), ‘of 


the‘ ,degree(r0,T) , ‘branches ‘) 


end; 


屏幕 显示 的 运行 结果 是 The conjecture is true for 2 of the 8 


branches, 即 此 命题 仅 对 8 种 情况 中 之 2 种 成 立 . 此 程序 在 586/75 
微机 上 运行 时 间 57 秘 . 顺便 我 们 也 知道 了 此 命题 的 假设 所 决定 的 
图 形 一 般 有 8 个 . 


8 21 相对 单纯 分 解 


考虑 方程 组 


gi = z(x— 1) = 0, 
ga = y — (1^ +1) — 0, 
g3 = a? + Sry + 3y? — 6z + 2y-5=0. 


很 明显 ， 


prem(g3,g2,91) = 16a, res(gs5,92:.91) = 0- 


所 以 g 与 {91,92} BER BRAK, 也 不 是 互 素 的 ; 这 个 方程 组 可 
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分 解 为 如 下 两 个 方程 组 


A 5l 
prem(gs, 92,2} = 0, res(gs, ga, 2 — 1) = 16. 
所 以 gs 与 (2,92) 是 整 相 关 的 , gs 与 {z — 1,95) 是 互 素 的 , 因而 原 
方程 组 的 解 可 表示 为 (z = 0, y — (2? +1) =O}. 这 个 简单 的 实例 为 
本 节 的 概念 提供 了 直观 背景 . 
给 定 一 个 三 角 型 方程 组 : 


filz) = 0, 
TS: fa(21,22) = 0, 


和 一 个 多 项 式 方程 9 = g(z1,72,...,2,) — 0, i£ TS 对 应 的 二 角 列 
是 正常 升 列 

AC: {fi,f2,..., Ahi 
如 果 方 程 g =0 与 方程 组 TS 或 者 是 互 素 的 或 者 是 整 相关 的 , 那么 
就 说 方程 组 TS 相对 于 方程 9 = 0 是 单纯 的 ; 也 说 正常 升 列 AC 
相对 于 多 项 式 g 是 单纯 的 . 

RERI] AC 租 对 十 多 项 式 组 PS 的 每 个 多 项 式 都 是 单 
纯 的 , 我 们 就 说 正常 升 列 AC 相对 于 多 项 式 组 PS 是 单纯 的 ; 如 
果 AC 与 PS 中 的 每 一 个 多 项 式 都 是 整 相 关 的 , 就 说 AC 与 PS 是 
整 相关 的 ; 如 果 AC 相对 于 PS 是 单纯 的 但 不 是 整 相关 的 , 就 说 
AC 与 PS 是 EX 的 . 

如 上 所 述 , 一 般 地 , 一 个 三 角 型 方程 组 与 一 个 多 项 式 方程 之 间 
的 关系 并 不 简单 地 是 互 素 或 整 相关 .为 了 研究 方程 组 


TS: {fi 29,/229,...,/, 0,9 =O}, 
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我 们 要 把 三 角 型 方程 组 TS : {f= 0, fa =0,..., f. 0) 分 解 为 多 
个 三 角 型 方程 组 


TS: {fi = 0. fia =0,..., fia = OF, 


使 得 其 中 的 每 一 个 相对 于 方程 9 = 0 都 是 单纯 的 ,并且 分 解 吉 这 
些 方程 组 的 解 恰好 就 是 原 方程 组 的 解 , BD 


Zero(T S) = U Zero(T S,). 


这 种 分 解 称 之 为 方程 组 TS 关于 方程 g —0 的 相对 单纯 分 解 ; 也 
说 成 是 正常 升 列 AC 关于 多 项 式 9 的 相对 单纯 分 解 . I I R 
一 般 不 是 唯一 的 . 

确实 有 一 些 算法 能 够 实现 正常 升 列 关于 一 个 多 项 式 (或 一 个 
多 项 式 组 ) 的 相对 单纯 分 解 ， 下 一 节 将 给 出 这 样 的 一 个 算法 , ELE: 
某 于 下 面 这 个 定理 的 ， 


设 
fils), 
AC: felti, 22), 
falti t2.. m) 
是 不 常 升 列 ， 其 中 fi E Klo... gih, i= 1,2,..., j. 
f(y) = ayy” + ay"! £F amy d On, 
aly) = boy™ zb by! a big => byn- 
是 Kizi,22,....2,) 土 的 两 个 多 项 式 . 沿用 810 的 记 法 ， si(f,g9,Y} 
表示 f(y) 和 gly) 的 第 ;个 主子 结 式 ， 


PiCf.g.u), BA(f.g.y). ...s PA gy) 


(EMS n <m) 是 f(x) 和 glx) 的 子 结 式 多 项 式 序列 (其 定义 见 
$10). 又 设 
Ri = prem(si( fv g. yj. fj. fi). 
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定理 1 du 
res(ag, fj- fi) res(bo, fj... fi) 
不 都 等 于 0, 且 
Ro = = Re-1=9, res(Re, fj,---. fi) ¥ O, 


Wi Pall gy) 是 多 项 式 f(y) A oly) 在 环 Kiei... pelii Sy) 
上 的 最 大 公 困 子 ， 


Hopp -个 证 明 . 
E. 5d ) 是 (fi,.. Jf) 的 任 -- 不 可 约 分 支 . 
MF i= 1,2,. RR -0NA 


si(f,gy) =O mod(fi,..., fi); 
因而 

ailf,gy) =O mod(ff,..., ff). 
53 -- Jr B, res Re, fj,...,f:) 40 意味 着 

skif,g,y) #0  mod(fr..... fj). 


由 假设 , res(ao, fj., fi) 和 res(bo. fj... fi) 不 都 等 于 0, 所 以 ao 
和 bo FESR K[a.,...,0;)/(ff.-.-, ff) 中 不 都 等 于 0, 因此 PF. gy) 
是 多 项 式 f(y) 和 gly) 在 环 


K[ni,...,2j]/(fti---. 1/7) 


上 的 最 大 公 因 子 . 由 (o ff) 选择 的 任意 性 , 即 知 PA g v) ze 
多 项 式 f(y) 和 oly) 在 环 Klerin- f) 上 的 最 大 会 因 
Cf. uh. 
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$22 祖 对 分 解 算法 


本 节 给 出 的 算法 . 由 于 使 用 了 吴 除 法 (MAKARA TrA 
GE SE, 有 时 也 称 为 WR 分 解 算 法 (343,50, 其 思想 源 于 作者 更 早 
HO {E 940455. 用 它 可 以 作出 正常 升 列 AC : {f1,..-.f.} 相对 于 多 
项 式 g 的 一 种 相对 单纯 分 解 ， 这 个 算法 可 描述 如 下 、 
RE AC 由 一 个 多 项 式 方 组 成 , 即 AC = {fi}, WA prem(g, fi) 
= 0 或 者 res(g, fi) 40, 那么 AC AF g 起 单纯 芍 , 此 时 没什么 要 
做 的 ; 否则 (Fi) 可 以 分 解 为 1A A Cs) HP fui BA A g 的 
RADA, ha 是 fui ER fi 的 伪 商 ， 一 - 般 地 , 我 们 有 
步骤 1 计算 9 KF AC 的 余 式 , BU prem(g, f....., fi). MRE 
等 于 0, 结束 并 输出 AC. 否则 , 令 g" = g Bg" = prem(g, fe,..-. fi). 
如 果 res(g*, fe..... f) 60, 结束 并 输出 AC. 
TUE 2 如 果 res(9 六 :万 )=0. Hk PMG PAM we 
小 整数 
premíss(g'. fa, £a) foi... fa) Æ D. 


如 果 
res(sk(g*, fo, £s) faa. tt af) z 0, 


则 根据 $21 的 定理 , 在 环 Klay... teal (fis. fea) 中 可 求 得 
f 和 入 的 最 大 公 因 子 , 记 之 为 fri; > for 是 for ER fe 的 伪 商 , 把 
两 个 正常 升 列 


下 


分 别 返 回 步 又 1 继续 分 解 . 
步骤 3 Sk REG 


premíss(g*. fads). feu Rave ity) * 0 
成 立 的 最 小 整数 . 如 果 
Tesfsk(9 ， fx). facii tt aS) = 6. 
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BULA (fis ss fai) 和 sa(g*s fo. re) 分 别 代替 (fi fetta} A g, 
返回 步骤 1 BRE (fiis fai 关于 selg", fst) 的 相对 单纯 分 解 ; 
假定 这 一 步 已 完成 , 那么 把 得 到 的 每 一 个 分 支 , 比如 说 (fos fih 
连同 f. 一 起 组 成 {Jo fei fe}. 然后 返回 步 又 1, 作 关 于 9 的 
相对 单纯 分 解 . 

由 于 上 述 各 步 的 每 次 返回 , 或 者 使 升 列 中 的 多 项 式 的 次 数 降 
低 , 或 者 使 升 列 本 身 的 多 项 式 个 数 减 少 , 所 以 有 限 步 后 必然 终止 ， 
最 后 就 得 到 升 列 AC 相对 于 多 项 式 g 的 一 种 相对 单纯 分 解 . 

显然 我 们 有 

定理 1 每 个 三 角 列 都 可 分 解 为 有 限 个 正常 升 列 , 使 得 该 三 角 
列 所 对 应 二 角 型 方程 组 的 解 集 等 于 这 些 正常 升 列 所 对 应 方程 组 的 
解 集 之 并 . 


[ 例 | 设 


fi = 42? — 3, 

fe = 222-1, 

fz = 23-1, 

fa = 2 —3, 

fs = 4x2 — 825 +1, 

fg = 2zg — 4x + 3, 

fr = ((4 — 22 ag + 221 — 3)a7 + 2 — 22, 
fg = 2(2 — 1) 9 + 27 — 2, 

g = Xora — Let7. 


求 正 常 升 列 AC: {fi, fas fa, fa. fs. fs. fr, fe} 相对 于 多 项 式 g 的 单 
Aa rf. 
首先 


g^ = prem(g, fa,.... fi) 
= (36 — 44z, + (16 — 8zi yr4)zs + 367, — 33 £ 0, 


而 res(g*, fas... f1) = 0. 使 用 三 次 Step 3 把 fa, B. fs RE — 33, 


62 


求 ih. fa, fa, fa, fs) 关于 g“ 的 相对 单纯 分 解 . 计算 主子 结 式 


So(g*, fs, 75) = 4(16xi72 — 4002724 — 13887? — 642127 
T1184z,z,-- 232821 十 64z3 ~ 76824 — 963). 


由 于 
gi = prem(so(g*, fs. zs). fai fa, fa, fr) 
= à6((2962, —267)z4 + 534z, — 444) X 0, 


而 res(gt, fa Pa fo, fi) = 0, 再 次 使 用 Step 3 把 fs 放 到 一 边 , 求 
{fis fas fa fa} 关于 gt 的 相对 单纯 分 解 . 计算 主子 结 式 


sot{g?, fa 24) = 89232(42? — 3). 
因为 prem(so(gi , fa, T4), fs, fe, fi) = 0, 考虑 下 一 个 主子 结 式 
sigi, fa. 4) = 16(2962 = 267). 


res(s1(gi; facta), fs, fa, fi) * 0. 根据 Step 2, fa 和 gi 有 最 大 公 因 
T.H 自身 , 令 


Fay = (29624 一 267)z4 + 5342, 一 444 
E fas 为 fa ER fa 的 伪 商 , BD 


faz = (2962, = 26T)z4 = 634271 十 444. 


接 下 来 分 别 求 fas fos fa fais fa} 和 Us, fo, fs, faz, fo} 相对 于 9* 的 
单纯 分 解 ， 因 为 prem(sc(g*, fats), Jai fa, fa, fi) = 0, 考虑 下 一 个 
主子 结 式 


51(9”、 f5,25) = 36 — 44m, 十 (16 ~ BSzi)ma. 


res(si(g", fs. £3) fai. fa, fas fi) # 0. 根据 Step 2, Js 利 g* 有 最 大 
SAT, Bo 88. 令 fa - s. B f52 为 for BR 万 的 伪 商 . 即 


faa = (36 — 442, + (16 = 8r; )x4)x5 = (32 = 16x1)£4 + 522, — 39. 
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这 样 , 我 们 就 把 AC : {F fe. fa fas Ss. fos fo fa} 分 解 为 如 下 
三 个 正常 升 列 : 
AC, : {fi, fos fs fais fs1, fo, fr. Fa}, 
AC»: {fi, fo: fa: fais faa, fos Sr. fe}. 
ACs: — (fu fa. fa. Faas Ja: fo, fr, fe}. 
用 Step 1 检验 知 , g 与 AC, 整 相关 , g 与 4C2 和 ACs E 
我 们 编 有 (用 MAPLE 写 的 ) 该 算法 的 道 用 程序 “WR"”, 可 对 
给 定 的 正常 升 列 相 对 于 一 个 给 定 的 多 项 起 g 作 单纯 分 解 ,其 输出 
是 关于 g 单纯 的 若干 升 列 { 见 本 书 附录 }. 该 程序 在 PC 机 和 工作 
站 上 卖 可 运行 , 机 器 内 存 最 好 在 8 兆 以 上 . 


$23 相对 单纯 分 解 的 一 个 实例 


为 了 说 蚜 这 一 算法 的 效率 , 我 们 将 举 一 个 足够 复杂 的 例子 . 
前 面 我 们 已 经 提 到 过 泰 保 - 泰勒 定理 , 并 知 该 命题 对 题 设 8 种 情 
Wü 2 种 成 立 . 仅仅 由 香 关 性 判 准 匹 法 区 分 究竟 在 万 些 情 况 下 
命题 为 真 ， 故 须 将 { 表 示 假 设 的 ) 升 列 {fi sf) 相对 于 (表示 结 
论 的 ) 多 项 式 g 作 单纯 分 解 . 

当然 , 也 可 采取 另 - 一 种 散 法 , 即将 升 列 (ooi f) 作 不 可 约 
AM. 在 [S] 中 正 是 这 样 给 出 了 泰 保 - 泰勒 定理 的 第 一 个 计算 机 证 
8j. 其 程序 在 一 SYMBOLICS 3600 机 上 的 运行 时 间 是 44 小 时 . 
考虑 到 这 一 猜测 在 历史 上 曾 44 年 甚而 未 决 ( 且 泰 勒 所 给 的 证 明 长 
iA 26 页 ), 则 44 机 时 也 不 算 多 . 在 [35] 中 采用 更 多 的 几何 处 理 改 
进 之 后 , 将 运行 时 间 缩 短 到 6 小 时 ， 

以 下 是 我 们 对 这 一 问题 的 处 再 及 算 洁 运用 情况 . 

白 于 相对 单纯 分 解 无 须 调用 任何 意义 下 的 因 式 分 解 算法 , 加 
之 我 们 对 此 几何 命题 采取 了 简单 得 多 的 代数 表示 , 在 PC 586/75 
机 上 很 快 就 将 升 列 {及 ,……, fri 分解 为 关于 g 单纯 的 4 POR. 
下 面 这 个 交互 式 (MAPLE) 程序 是 全 过 程 的 运行 记录 ， 累 计 用 的 
CPU 时 间 仅 10 #1 
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i1:24*xi^2*u1^2*u2^446*u1^2*u2^4-2*u2^2-2*u2^6 
-2*u2^2*ui1^4-2x*u2^6*ul^443u1^2-*-u1^2*u2^8*t4*u2^4*u3 
-4*u2"4*u1^4x*u3-4*u2^4*u3^2*xu1^2; 

f2:-(4xu2^4-8*u2^4*u3xu1^2-4xuil^4*u2^44B8*x1*u1^2*u2^4) 
*x2^24(-4*u2^72*u1^448*u2^4*-4*u1^2—-4*u2^6*u1^4-4*u2^6 
*8*u1^4*u2^444*u1^2*u2^848*u1^2*02^4-8*u1^2*u272 
-4*u2^2-8*u2^6*u1^2)*x2*(-2*u1^2t*4*u1^2*u2^4 
-2*u1^2*u2^8)*xi-1-8*u2^4*u3*8*u2^2*u3*ui1^2*ui1^4 
*2*u2^4*4*u2^6*u1^4*u3*4*u1^4*u3*u2^2 
-12*u2^4*u3*ui^2-2*u1^4*u2^4-2*xu2^8*u3*u1^72 
-8*u2^4xul^4*u3-2*u3*u1^2*uí^4*u2^8t4*u3*u2^2-0u2 8 
T8*u2^6*u3*u1^2-4-4*u2^6*u3; 

f3:5(45u2^4-4*u1^4*u2^4-8*u2^4*u3*u1^2-8*x1*ui1^2*u2^4) 
kx3^24* (8*u1l^4*u2^4*4*n1^2-4X12^2*ui1^4-8*u1^2*u2^2 
-4*u2^6*ui^4t*8*ui^2*u2^4-8*u2^6*xu1^2*4*ul1^2*u2^8 
-4*u2^2*8*u2^4-4*02^6)*x3* (2«u1^2-4*u1^2»*u2^4 
*2*ui^2*u2^8)*xxi-1*8*u2^2*u3*u1^248*u2^6*u3*u1^2 
*ui^4*2*u2^4-u2^ 8*4*u3*u2^2-12*u2^4*u3*u172 
-2*ul1^4*u2^4-8*u2^4*u3-8*u2^4*u1^4*u3-2*u3*u1^2 
*ui^4*u2^84*4*ui^4*u23*u2^244*u2^6*u344*u2^6*u1^4*u3- 
2*u2^8*u3*u1^2; 

f4:7x4*ui*u2t1-u1^2*u2^2; 

f5:-x5b*ul*u2-ui1^2tu272; 

f6:2(2*ui1^2-2*ui^2*u2^4*2*x4*u1^2*u2^242*x5*u1^2*u2^2) 
*x6*(-ui^2-ui^2*u2^4)*x5*(-ui1^2-u1^2*u2^4)*x4-u1^4 
*u2^4-1*tuí^4*u2^4; 

f7:-(-u2^2*ui1^2*u2^4-u2^2*u1^4tu1^2)*x7*(u2^2-u2^2*ui^4 
-u1^24ui1^2*u2^4-2sxb*u1^2*u02^2)*x6-(u1^72*u2^4tu1^2) 
*x5-u2^4tu1^4; 

gi (4*x2*u2^4*4*x3ku2^4) «x 7t (-4*u2^2-4*u2^6*-8*u27 4) *x6 
-4*u2^2-4x*u2^6*-1-46*u2^4-4*x2*x3*u2^4*-u2^B; 

i1:=sprem(sprem(sprem(sprem(sprem(sprem(sprem(g,f7,x7), 
£6,x6) ,f£5,x5) ,£4,x4) , f3,x3) ,£2,x2) ,f1,x1): 

i2:=resultant (i1,£3,x3): 

i3:=primpart (i2,{x2,x1}): 

íi4:-sprem(sprem(i3,f2,x2),f1,x1): 

i5:-resultant(i3,f2,x2): 

i6:=primpart (i5,x1): 
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i7:=resultant(i6,f1,x1): 
i8:=primpart (i4,{x2,x1i}): 
i9:-resultant(iB,f2,x2): 
i10:=primpart (i9,x1): 
i11:-sprem(iiO,fi,xi1): 
i12:-sprem(coeff(ií8,x2,1),f1,x1): 
ii3:-resultant(coeff(i8,x2,1),f1,x1): 
ii4:-sprem(í2,i8,x2,'m1!,'q1"): 
i15:=sprem(sprem(sprem(sprem(sprem(sprem(sprem(g,f7,x7), 
£6,x6) ,f5,x5) ,£4,x4) , £3,x3) , 18, x2) ,f1,x1): 
ii6;-resultant(g,f7,x7): 
ii17:-resultant(i16,f6,x6): 
i18:=primpart (i17,{x5,x4,x3,x2,x1}): 
119:=resultant (118,f5,x5): 
120:=primpart (119, {x4,x3,x2,x1}): 
121:=resultant (i120 ,f4,x4): 
i22:-primpart(i21,1x3,x2,x1)): 
i23:-resultant(i22,f3,x3): 
i24:-primpart(i23,1x2,x1)): 
i25:-resultant(i24,18,x2): 
i26:-primpart(i25,x1): 
i27:;-resultant(i126,f1,x1): 
i28:-primpart(ii5,(x3,x2,x1)): 
i29:-resultant(i28,f3,x3): 
i30:-sprem(sprem(i29,18,x2),f1,x1): 
i31:-sprem(sprem(cceff(i28,x3,1),116,x2),f1,x1): 
i32:-resultant(resultant(coeff(i28,x3,12,18,x2),f1,x1): 
i33:-sprem(f3,128,x3,'m2?,?q2?): 
£21:=i8: f22:-primpart(q1,x2): £31:=i28: f32:-q2: 


这 样 , 我 们 就 得 到 原 升 列 的 4 个 单纯 分 支 : 
Cy: ifi far. far, fa. fs, fe, fr}. 
Co: (fi far, faa, fa fs. Jo, fr}. 


Cs: (ft. foo, far, fa, fs; Jes fil 
Ca: {his foni fae. fa, fo, fe, fi). 
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其 中 


f21:-ul^2*u1*u2-ui^3*u2-u2^2-2*u1^2*xu2^2-u1^4*u2^2 
*-uí*u2^3-u1^3*u2^342*u2^442*u1^2*u2^4*2*u1^4*u2^4 
-ui*u2^5tui^3*u2^5-u2^6-2*u1^2*u2^6-u1^4*u2^6 
-ul*u2^7*u1^3*u2^7-*u1^2*u2 8-2*uí*u2^3*u3 
-2*u1^3*u2^3xu342*ui*u2^b*u3*2*u1^3*u2^5*u3 
*2míitu2^ 3*ex1*2*u1^3*u2^ 3*x1-2*u1*u2^5*x1- 
2*01^3*u2^5*x142*u2^4*x2-2*u1^4*u2^4*«x2 
-4xu1^2*u2^4*u3*x244*u1^2*u2^4*X1*x2; 
f22:2-uií^2*-ui*u2-uií^3*u2-u2^2*2*u1^2*u2^24ui^4*u2^2 
^uí*u2^3-ui^3*u2^3-2*u2^4-2*u1^2*u2^4-2*u1^4*u2^4 
-ui*u2^54u1^3*u27^54u2^6*2*u1^2*u02^64u1^4*u2^6 
-uí*u2^7*ui^3*u2^7-u1^2*u2^8-2*uí*u2^3*u3 
-2*u1^3*u2^3*u342*ui*u2^5*u3*2*ui^3*u2^5*uS3 
*2*ul*u2^3*x1*2*ui1^3*u2^3*x1-2*u1*u2^5*x1- 
2*u1*3*u2^5*x1-2*u2^4*x2*2*u1^4*u2^4*x2 
*4*ui^2x*u2^4*u3*x2-4*0172*u2^4*x1*x2; 
f31:21*21^2-2*u2^2-2*u1^2*u2^24u2^4*u1^2*u2^4-2*u1*u2*u3 
*-2*ui*u2^3*u3*2*ui*u2*xi-2*u1*u2^3*x1t*2*ul*u2*x3 
-2*u2^2*x3*2*xu1^2*u2^2*x3-2*u1*u2^3*x3; 
f32:-22*xu1^3-2*xu1^2*u2*2*u1^42:3u2-2*u1*u272-6*u1^3*u2^72- 
2*ui^5*u2^2-u2^3*u1^2*u2^3-u1^4*u2^3-ul1^6*u2^3 
*6*u1*u2^4-8*xu1^3*u2^446*u1^5*xu2^4-2»*u2^5 
*2*ul^2*xu2^5-2*u1^4*u2^542*u176*u2^5-6*uíi*u2^6 
-8*uil^3xu2^6-6*u1^5*u2^6*u2^743u1^2*u2^7-ui^4*u2^7 
-ui^6*u2^7*2*xui*u2^8*6*u1^3*u2^842*u1^5*u2^8 
—2*ul^2*xu2^9-2*ui^4*u2^9-2*u1^3*u2^10 
*2*ul^2xu2^3*u342*u1^4*u2^3*u342*u1*u2^4*u03 
-2*ui^5xu2^4xu3-4*u1^2*u2^5*u3-4*ul^4*u2^5*u3 
-2*u1*u2^6*u3t*2*u1^5*u2^6*u342*u1^2*u2^7*u3 
*2*u1^4*u2^7*u3-4*u1^3*u2^4*u3^2t4*u1^ 3*u2^6*u3^2 
*2*ui^2*u2^3»x142*u1^4*02^3*x1-2*u1*u2^4*x1 
*2*«ui1^5*u2^4*xi-4*ui^2*u2^5*xi-4*u1^4*u2^5*x1 
*t2*ui*u2^6xx1-2xui^b*u2^6*xit2*u1^2*u2^7*x1 
*2*ul^4x*u2 7*xic-d*ui^3*u02^4*x1^2-4*u1^3*u2^6*x1^2 
*2*uíi*u2^4*x3-2*ui^b*u2^4*x3-2*u2^5*x3 
T2*u1^2*u2^5xx342*u1^44n2^"5*x3-2*u1^6*u2^5b*x3 
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-2*ui*u2^6x*x342*ui1^5*u2^6*x3-4*u1^3*u2^4*u3*x3 
*4*u1^2*302^b5*u3*x3-4xu1^4*u2^ 5*u3x*x3*4*u1l^3*u2^6*u3 
X*x3-4*u1^3*u2^4*x1l*x354*u1^2*u2^b*xi*x3-4*uil^4*u2^5 
*X1ix*x3-4*ui^3*u2^6*x1*x3; 
计算 机 显示 g (X 5j Ci 整 相 关 , 而 与 C2, C C. 8 — OX HA. 也 
就 是 说 , RR - 泰勒 定理 仅 在 Ci 表述 的 前 提 下 成 立 ， 
如 果 不 采取 人 机 对 话 方式 , 而 是 用 822 中 提 到 的 WR 通用 程 
序 来 解 此 问题 , 在 同一 台 PC 机 上 需 时 仅 8 秒 ! 这 多 少 有 些 出 人 意 


824 d m 4g 


前 商 有 关 江 角 型 方程 组 的 论述 , 所 考虑 的 某 域 是 Ku... ur) 
而 不 是 二 ,我们 已 在 本 章 开始 时 (参见 本 书 第 39 页 ) 作 了 约定 , 在 
很 多 情况 下 大 们 只 关心 一 般 的 参数 解 , 这 时 前 述 理论 是 完全 的 , 可 
是 这 并 不 是 事情 的 全 部 ， 也 有 一 些 情 形 , 人 们 需要 了 解 方程 组 的 所 
AR, 而 无 论 变 元 或 者 参 变 元 . 
. 为 了 直观 地 理解 这 两 者 之 间 的 差异 , 让 我 们 来 考察 下 面 这 个 
简单 例子 : 
=r1-u, 
fo = ux — xj. 
g = za —u. 


显然 ， {fis fo} 是 正常 升 列 ， 且 
g= zn + ufi +t if 
可 是 9 却 不 可 能 婚 表 为 户 和 恩 的 组 合 ,而 又 不 带 分 式 ， 换 名 话说 ， 


g BFA Mh Æ K(u)z; zo] PERM, BART A A fo 
YE K[u, 21,9] 中 生成 的 理想 . 
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方程 组 {及 = 0. fa = 0) 的 所 有 解 可 以 表示 为 


u D, 


$4 — 0 sh, A EE 
[nous ^ E Fes 


如 打 我 们 对 参 变 元 u 的 特殊 取 估 不 感 兴趣 , LEURS PEEL SS ER RR. 
此 上 时 方程 组 (fii 0, fo 0.9 = 0) 与 方程 组 (Cfi = 0, fp = 0) IRE; 
反之 则 不 然 ， 

由 此 可 见 , 当 我 们 要 对 方程 的 记 有 未 知 元 一 视 同 对 而 林 作 参 
变 元 和 变 元 这 样 的 区 分 的 时 候 , 确实 还 有 -- 些 事情 需要 澄清 . 本 节 
给 出 一 个 预备 性 的 定理 , 进 -- 步 的 论述 将 在 下 一 节 给 出 ， 

给 定 一 个 正常 升 列 AC : (fs fos fa 不 妨 令 


Fi = Cor" + egat Tc in t=1,2,---,8 


多 项 式 组 ih. fa. . 55d] 的 -一 个 零点 (3, OY [INE $ SES fp s 
得 所 有 

cin 天 0, i—1,2,-.5s 
则 称 其 为 一 个 正常 地点, 此 时 我 们 说 它 满足 非 退化 条 件 &alisi 如 
果 使 得 对 于 每 个 i(i = 1,2,…,s), 在 


Ci); Cil; tta Cin; 


E 88dER (Ed b 9 

显然 每 个 正常 零点 必 是 一 个 拟 正常 零点 , 反之 则 不 成 立 ， 我 
们 有 

定理 1 给 定 正常 升 列 AC: {fi,-...f4} PREX g = glu, 
Tin- o2) MR AC 的 每 一 个 正常 零点 都 是 9 的 一 个 零点 , 那么 
AC 的 每 一 个 拟 正常 零点 也 都 是 g 的 一 个 零点 . 

为 了 证 明 这 个 定理 , 需要 如 下 两 个 引 理 . 
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引 理 1 给 定 复 数 域 上 的 多 项 式 
F(z) Sanz" +--+ + aus" 二 .+ az + ao, 


in a, #0, a, #0,n>k> 1, 则 fle) 必 有 一 根 为 使 得 


labs dC 20. 
V m 


WEAR zi, 22,---, zn 是 f(z) 的 所 有 个 根 , 且 


lal < |z2| < < {znl- 


由 根 与 系数 的 关系 可 得 
OK |zk412z42 "> Zn] > sE 

及 

ja zn] = |2 
由 此 易 知 

Z122'** Zel < CÈ el. 

an 

因而 


] ao 
|z] < x ck ac 


引 理 2 给 定 复 数 域 上 的 多 项 式 
9(2)  buz* +- + biz + bo, fk > 1, by x0) 


对 于 任意 给 定 的 整数 nk 及 正 实数 es, 必定 存在 一 个 下 实数 ô, 
使 得 8[z) 的 每 个 根 的 c 邻 域 必 定 包含 多 项 式 
f(z) = anz” +- akz" +o Haz + ao 
79 


的 一 个 根 , 其 中 


lai| € 6, i=k+1,...,n. 
la;-5;| €& j=0,1,...,%. 


证 明 设 zo 是 g(z) 的 一 个 根 、 作 平移 变换 
z c Z+ zg. 
g(z) 和 f(z) 分 别 被 变换 成 为 


glz) = bz + by az bez 


f(x) = nz az" > +--+ + Gaz + Flz0), 


其 中 
k 
B= Dhl, ay = Yacht. 
i=j y 
4 M = [zol" + æT! ++ [20] + 1, TR 
Flzo)| € (eol + zol"? + ++- + [zo] + 06 = M. 


又 四 


~ 3 j -k 
ly = aC. zx | 
t=k 
T 
k 
> {az|— J a; CT zy 
i 二 Rr 
n 
k i-k 
> |ox|-6-6 $ CF lal", 
2 一 类 一 1 


46sib/Q21- Y; ca) M 


i=k+} 


T 1 
| 全 | > 3 lel - 


(24.1) 


(24.2) 
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由 (24.1) 成 , (24.2) 式 及 引 理 1 可 知 , 在 f(z) 的 所 有 根 中 至 少 有 一 - 
^T. Bex Zi. 使 得 


"ae |^ V l 
因此 ， 给 定 s > 0, AS 
ib e* |b, 
6 < min ERA I 一 一 ， | rl ; 
Tack, 2MCE 
21+ M CE lz") 
i=k+1 


那么 ， 在 G(z) 的 零 根 的 =- 邻 域 必定 包含 多 项 式 f(z) 的 一 根 ， 即 
以 下 是 定理 1 的 证 明 : 
如 若 不 然 , 即 有 AC 的 一 个 拟 正常 零点 (wu*,z1,...,z*) 使 得 
EE E AE 


出 存在 一 个 s > 0, 使 得 当 
|u—-u'|ze, 一 了 < < 
B 
glu, Tis- 14) FO. 
根据 引 理 2, 我 们 可 以 找到 -一 个 6,, 使 得 对 于 任意 满足 


ju —u*| < s, jæi- zi] €6, ys alami ~ Z3] < Es 
E 
c (u tis. mei) #0 
的 (u, Ei, mE a Yd). 必 存 在 一 个 数 Ts, 满足 
|t, -zyl «6, — fsQu xi... 24) = 0. 


72 


KWH, 我 们 可 以 找到 一 个 上 -li, 使 得 对 于 和 任意 满足 
u- | < bss [ær zil e Ee 7.24 :zs 2 一 5| < 6-4 
及 
"TRUE 
的 (u, 21,..., 2, 2), 必 存 在 一 个 数 rai, 满足 
|za-1 -£il < min{6,,c},  fe-1(u.21,....%s-1) = 0. 
如 此 继续 下 去 , 我 们 可 以 一 个 -一 个 地 依次 得 到 数 6。, 65-1, «+ 02. 
最 后 我 们 可 以 找到 -- 个 5. 使 得 只 要 
lu—v'| <6), eu) #0, 
那么 必 存 在 一 个 数 21, 满足 
|z1 — zi| < min{62, és, ..., fach fa(u,z1)=0. 
现在 令 
Pound 


AERAJ AC 的 正常 参数 点 在 C? 中 是 稠密 的 , 故 必 有 一 个 正常 
参数 点 wo 适合 juo- uj] < 6. FH uo 开始, 根据 上 面 的 讨论 , 我 们 


0 0 
(uo, T1,..., 0, 


是 AC 的 ~ 个 零点 , BMF j = 1,2,...,8, 29-2] « e. CHR 
是 AC 的 一 个 正常 零点 ( 因 据 如 上 的 选取 , wo 是 正常 参数 点 ), 因而 
由 命题 假设 , 它 是 9 的 一 个 零点 但 前 面 的 反 证 假设 断言 (wei, 
our) 点 的 < 邻 域 没 有 g 的 零点 , 这 是 一 个 矛盾 证 毕 . 
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§25 & W4 & H 


以 下 总 设 基 域 为 到 ,而 不 是 Klun.. ur) 也 就 是 说 , SRN 
提 到 多 项 式 的 时 候 , 其 系数 是 取 自 天 的 . 
现在 我 们 需要 重新 考虑 一 个 问题 , = ABTA 


fi = Filur,- Ur; 24) =0, 
fo = falti,- Uri £ rg) = 0, 


TS: 


5$ nix 7 f g — g(ui, Up, mp Ts) = 0( 或 多 项 式 方 程 组 
PS) 有 怎样 的 关系 ? RAR, 考虑 方程 组 


h = fi(ui,..., Ur; 24) = 0, 
Jo = folui,--., Uri 21,22) = 0, 
GB eg) Loci ote eto tee cde docena (g € PS) 
Ss = fue. 21. D2,. -3 a) = 0, 
g = ghui, t tUr Elst m) =0 


的 解 的 结构 . 

不 失 一 般 性 , 下 面 考虑 PS 仅 有 一 个 多 项 式 的 情形 . 

代替 方程 组 的 解 , 我 们 考虑 相应 多 项 式 组 的 零点 .我 们 要 把 
多 项 式 组 GS 化 为 一 些 三 角 列 了 SG = 1 k) 这 些 三 角 列 的 零 
点 分 别 除 去 相应 另外 一 些 三 角 列 TS; (i = 1,---,k) 的 零点 , 合 起 
Adae GS MEA. MA 零点 结构 定理 : 

定理 1 

k 
Zero(GS) = {J Zero(T S; VT S;). 

这 里 Zero(GS) 表示 多 项 式 组 GS SHES AZ, 而 Zero(T SV TS") 
表示 多 项 式 组 TS SHEE dE ESGUBTS'AHOE ARIS 
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首先 让 我 们 考虑 {fi fo... f.) 是 正常 升 列 的 和 情形， 不妨 暂 
时 仍 把 al :ar 看 作 参 变 元 , 则 用 WR 相对 分 解 算法 可 以 把 
Uh. fos fa} KF g 作 相 对 单纯 分 解 ; 我 们 仍 用 {fi fas... fe} 
来 记 这 样 的 -个 单纯 分 支 . 现在 就 只 要 考虑 两 种 极端 情形 了 , 即 互 
Us 12,..., fa} 与 g 互 素 意味 着 
fo = res(g, fa, fa, fij- 04 fy € K[u,---.u.] 
WR fy € K, BARRA (fr, fo, fuo) 显然 没有 公共 零点 
否则 和 不妨 假 设 u 真 的 在 fo 中 出 现 , RECHT R= HF 
fo = fo(ui,- uisus), 
fi = foem Urn Eih 


TS: fa = folul, p Ur—1, Ur, £1, T2), (25.1) 


fs = F(t, ++, Ura Ur, Tl: 2" Ls) 


与 多 项 式 o 的 关系 .我 们 有 
Zero({g, fi: far: +s fs)) = Zero(( fo fis fai fa})- 


Bn 
Zero(GS) = Zero(T'So). 


这 是 一 个 较为 简单 的 情形 ， 因 为 “ 参 变 元 ”减少 了 一 个 . 
考虑 {foon ,fs} is g 整 相关 的 情形 ,沿用 上 一 节 的 记号 ， 
nx Ye 


eo —0, 1 =9, ---, Cin, = 0 


有 和 解 且 满 足 方程 f6 = folts sur ur) = 0( 比 如 可 以 令 fo = 
Cio), 则 根据 $24 的 定理 1, 进一步 需要 考虑 的 只 是 形 如 (25.1) 的 
三 角 列 与 多 项 式 g 的 关系 了 : 此 时 我 们 有 


Zero(GS) = Zero(T 5 \ TS) U Zero({g} U T 5o). 
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递 推 地 , 不 妨 假定 对 于 每 个 i = 1,2,-…,s - 1), 方程 组 
{fi 0, fia 0,c0 = 0.c =0,.. Cin, = OF 
无 解 . 如 果 方 程 组 
{fi =0,-+-, fe-1 0,650 = 0,¢e1 = 0,--+ Can, = 0} 
无 解 , 则 根据 524 的 定理 A 
Zero(GS) = Zero(T' S). 


否则 , 考虑 三 角 列 
| fi < Fiver, uem) 
TS : 


SEHR R = ev 00,1, n4) 的 关系 . 这 是 一 个 较为 简单 的 情 
TE, 因为 * 变 元 ”减少 了 一 个 (三 角 列 中 减少 了 一 个 多 项 式 ). 假设 在 
这 种 简单 情形 时 得 到 


k 
Zero((ci ,cones fis Fei) = L) Zero(TS; VT8)). 
w=1 


FOR TS 及 TS 都 是 关于 变 匹 torte 的 去 角 列 , 则 根据 $24 
的 定理 1, HEAD: 


k 
ZerofGS) = | |Zero(TS; J 1g) \ T Sj). 
ic] 
ME (fao f2,…,fs} IRE TEAM. BE k ete 
res(eio, fici, s: fi) 80 


成 立 的 最 小 整数 , 我 们 可 以 关于 co PERAI (fi, fia} 的 
相对 单纯 分 解 , 每 一 个 分 支 与 fuos f. 一 起 , 形成 较为 简单 的 三 
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角 列 .对 每 个 这 种 简单 的 三 角 列 重复 这 个 过 程 . 有 限 次 后 , 必然 得 
到 有 上限 多 个 正常 升 列 ， 基 不 这 些 正 常 升 列 与 三 角 列 中 每 一 个 多 项 
式 以 及 与 多 项 式 9 的 关系 . 就 又 周到 了 土 面 所 论 情 形 (参见 822 we 
理 1). | 

这 样 就 完成 了 定理 1 的 证 明 , 有 证 明 过 程 是 构造 性 的 . 
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第 4 章 


一 般 多 项 式 方 程 组 


本 章 讨 论 一 般 的 非 线性 代数 方程 组 ， 正如 我 们 在 第 1 章 所 说 
fs. 要 从 绘 定 的 方程 组 构造 出 一 个 所 谓 导 出 方程 组 , 然后 把 这 个 导 
出 方程 组 看 作 是 请 未 知 元 各 不 同仁 积 的 线性 方程 组 , 从 而 利用 已 
得 到 充分 发 展 的 .丰富 的 线性 方法 来 研究 原来 的 非 线 性 方程 组 ， 

TR AR ER VEO Fe HUE PUEDE SEI Jp dE. 一 种 是 有 最 式 表 达 的 克 
菜 姆 法 则 , ~- 种 是 依次 消去 变 元 而 把 方程 组 三 角 化 的 折 谓 高 斯 消 
去 法 ， 类 似 地 , 求解 非 线性 代数 方程 级 也 有 两 个 方 疝 , 一 是 把 原 方 
程 组 化 为 一 些 三 角 型 方程 组 , 从 而 把 一 般 的 吕 题 归结 为 现 己 熟知 
的 三 角 型 方程 组 的 癌 题 , 另 一 方向 对 应 于 线性 情形 的 克 莱 姆 法 则 ， 
希望 用 显 式 来 表达 方程 组 的 解 , 在 此 方向 虽然 也 有 一 些 结果 , 但 在 
通 往 一 般 性 结果 的 道路 上 仍 有 一 些 困 难 有 待 征 服 、 

用 什么 样 的 方法 从 一 般 的 方程 组 构造 出 导出 方程 组 , 这 对 于 
算法 的 效率 来 说 是 个 关键 ， 本 章 以 大 量 的 篇 幅 介 绍 了 玫 种 结 式 方 
法 . 它们 都 有 各 自 的 优 缺点 , 而 且 日 前 仍 在 发 展 之 中 

与 第 2 XE 一样 , RRE EERE K E un ur 的 
PRICES (ur, ur). 有 时 简单 地 也 把 Kur, --, up) BAK. 
为 了 明确 起 见 , 我 们 给 出 如 下 定义 ， 

给 定 代 数 方程 组 


Pultyy Up Ti SEM = 0. 
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如 果 关 于 参 变 元 Ul, Ur 的 代数 函数 Trial sUr) 满足 


Dy (toy, m Quis Un) ms ue) = 0, 

PS: piu, uei mius ur mi, Ur)) = 0, 

Puta, - > sUr; Fi, 4 us) Ly (tt ,Ur)) md D, 
那么 我 们 把 


(zi(uj,: rar 

称 为 方程 组 PS 的 符号 解 或 参数 解 ; 也 称 其 为 多 项 式 组 Pr, Pr 
c ps 的 参数 零点 . 在 本 章 中 如 不 作 特别 说 明 , 一 般 总 是 在 这 个 
意义 下 研究 方程 组 的 解 或 多 项 式 组 的 零点 的 ; 当然 , 如 所 周知 , 这 
并 没有 失去 一 般 性 . 

很 多 时 候 , 我 们 要 把 某 些 或 全 部 变 元 取 什 为 0 的 那些 零点 放 
到 一 边 , 而 只 考虑 金 部 变 元 的 取 值 都 非 零 的 那些 零点 . 这 样 的 零点 
称 之 为 无 挠 零点 (在 方程 组 的 情形 则 是 FEM). 


$26 - ^ 8 F 


让 我 们 还 是 从 一 个 例子 谈 起 . 
给 定 有 理 参 数 曲 面 


= s*t~t—s*-1 s*t-t+s 28?~2t-2 
im yz) ^o 8 4st ”52 十 st ' 524 g?t 


TREE ER Sf. 
这 个 参数 曲面 可 用 多 项 式 方程 组 表示 为 
pi = (8? + s*t)2 — st +t+ 1-09, 
po = (83? + s?t)y - s?1 — 8 - t£ — Q, 
p3 = (s? 十 s?t)z — 28? + 2t -2 — 0. 


BRA mr. y, z 来 表示 9.0. HANERE pom (A.L.Dixon) 结 式 
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方法 (参见 828), 可 以 导出 方程 组 


st 0 
E 0 
D- = 
t 0 : 
1 0 
0 2z 十 2z 一 2 6y -- 4z —-z—2 6y—2r—4z—41 
D= 5y — år- z -2 Gy--2r4+z-4 2z 一 z 一 2 27—- 2—2 
T 22 —z—2 2r—-z+4 22 —2 —-2 2r—z-4 
227 —-2—2 22-24 [u 0 


称 为 多 项 式 pi. po. pa KB A s. t 的 EE. 我 们 把 这 个 
方程 组 看 作为 st, s, t, 1 的 线性 方程 组 . 
下 面 分 别 用 区 莱 姆 法 则 和 高 斯 消去 法 解 上 述 * 线 性 ”方程 组 . 
用 克 莱 姆 法 则 , 可 得 


det(D) = 0, 
| 6y-4r-z2-2 6y—2r+z-4 z-2r+2) 
2 —- z—2 2r —z 4 ix 
2z— 2-2 2r 一 二 十 生 no | 
| 6y—- 2a+2-4 X 
21— z 2x —z -4 27 一 > 一 2 
| 2r7— 2—2 2r—z-4À 0 


| 6y—4r—-z—-2 z—2r42 2r—2—2] 
2z- 2 —2 z—2r-—4 uim 


i 22-2-2 0 0 
Gy —4r—2—2 6y-2r+z-4 2x-2—-2]| 
227—z-2 27 —2--4 2a 2-2 | 
22 一 之 一 人 27 -z+4 6 f 


这 种 显 式 解 使 得 我 们 不 必 去 展开 行列 式 , BAT AR R a. 
用 高 斯 消去 法 , 可 得 


m oc 名 
ooog 
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2z --z—2 2r -z+ 4 Q ü 
»-( 0 ?z 4 22 2 Gy-4d4ue-z-2 uu) 
g 2z —2 — 2 2x 一 > 十 4 

0 0 d 


dns det(D) 
— 22e — 2 — 2? (x c z — 1) 
把 最 后 的 三 个 方程 写 出 来 , 即 得 
det(D) — 0, 


(22 — z —2)£ + 22 — z -A— 0, 
(2z + 2z ~ 2)s + (6y — 4z — z - 2t + by —2x 2 4 — D. 


Ak aE EM H T RA. 
同时 我 们 也 得 到 了 曲面 的 隐 式 方程 ; 
det(D) = —4(52 + 164x — 288y + 32z + 60x? + 324y* — 32? 
—288zy + 48zz — T2yz + 44x? — 22 — T7222y + 24a? z 
—-212z2? + 36yz? — 36ryz + Ax! + 21 4+ Az?z 
—32?;? ~ 2:2?) = 0. 


就 本 例 而 言 , 迪克 逊 结 式 方 法 导出 了 足够 多 的 方程 , 从 而 使 得 
接着 执行 的 两 种 线性 求解 方法 直接 给 出 了 所 求 北 英 射 ， 可 是 县 前 
还 没有 一 个 方法 能 够 在 任何 情况 下 都 导出 足够 多 的 方程 , 使 得 我 
们 可 以 直接 地 得 到 递 推 解 或 者 显 式 解 , 在 这 样 的 情况 下 , 我 们 还 不 
知道 怎样 得 到 方程 组 的 显 式 解 , 但 却 能 间接 地 得 到 递 推 解 , 这 就 是 
本 章 主要 发 展 的 一 个 完全 方法 . 


927 £ xk & & 


§ 27.1 X f a F 


一 个 多 项 式 方程 可 以 写 为 Plz1,..., 2k) = 0 的 形式 ， 其 中 
P(21,...,%%) 是 某 域 上 的 一 个 多 项 式 、 方程 的 解 也 就 是 对 应 网 项 
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RHEA MA, 我们 常常 不 提 方 程 而 有 只 说 多 项 式 ， 指定 一 个 域 
焉 ,多项式 可 以 看 作 是 一 些 互 异 老 积 在 域 E 上 的 线性 组 合 , 这 些 
WUBIEBDOK 上 是 线性 无 关 的 . 比如 多 项 式 


pi = (8? + s?t)z - s?t+t+ 5741, 
在 z 的 有 理 函 数 域 Q(z) b. pi 可 以 表示 为 
pi = (z —1)st  (z +1)? t4 1, 


它 是 变 元 s 和 t+ HRA ots USI(EGUBO SEUCREBUO 的 线性 组 合 . 
单 变 元 z ARR, 依 其 宪 指 数 的 序 有 如 下 的 所 谓 降 蹇 序 : 


大 一 1 


o9 x5» =g lygi E. 


因而 单 变 元 的 多 项 式 可 以 写 为 降 宕 的 形式 , 这 种 写法 往往 给 论述 
带 来 诸多 便利 . 

类 似 地 , 对 于 多 个 变 元 的 情形 , 有 两 种 常用 的 序 , 这 就 是 Se 
SR. 为 着 明确 起 见 , 如 下 给 出 它们 的 定义 ， 

ay, za, co, my 是 大 MER, 首先 指定 这 些 变 元 的 序 , 在 现 
在 这 种 情况 下 , 不 妨 按 变 元 下 标的 大 小 规定 变 元 的 先后 顺序 , Ras 
为 : 

r= (21,22, 2 nO Ek). 

设 ni BBW (E =1,2,..., kh n = (mnnt nr). 变 元 my moo 
zy RRA RRA 


e = g" = g] ry -e ap, 
e 9) Ux 
tdeg(e) = ny -F na n. 


任意 给 定 变 元 mi. zz ……, zk 的 两 个 项 积 


Tk 


el = AA edu, Bk 


eg = zy r7 ay", 
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mns 


Ti = 8, t=1,2,...,& 
则 称 e; Me. 是 相等 的 , CA ei = es. 如 果 ei 和 ez 不 相等 , A 
ri < 31, 或 者 存在 < kE 7; = spi= Ln... rj; < sj, 
那么 就 说 e: RAF MEF ez, 记 为 el < ez. WE cr 和 ea 不 相 
等 , 且 如 下 三 个 条 件 之 一 成 立 : 
(1) ri T2 ore < 51 32 o H 84; 
(2) ry tro +---+rk 814-82 9-94, T1 < 81; 


(3) ri 十 r2 十 … -十 PK = 51 +8324: + Sk, Ti 一 31， 并 县 存在 ji(< k) 
使 得 7; = 5; Wist,...,j-1 MAAR n; < 5;; 


那么 , 就 说 el 按 全 宕 序 小 于 e2, 记 为 e1 eg. 
例如 


P P oP pP P P 3 
14-32-3500 < Ti < T1T2 cr. 
D i t t pt t ot 
1< z2 < £i X Bg X Bq 4 Eit X Xj Xo. 
" - P t n 
我 们 用 < 来 表示 < 和 < 中 的 任意 一 个 , 而 用 < KEF“ 
或 =”. 


除非 符 别 声明 ,我 们 总 假定 千 积 关于 每 个 变 元 的 次 数 都 非 负 . 
可 是 , 有 时 为 了 方便 , RAVER RAT EF BT KB LA 
fi, OPER BR, 总 是 把 某 些 或 全 部 变 元 取 值 为 0 的 那些 零点 
放 到 一 边 , 而 只 考虑 全 部 变 元 取信 都 非 0 的 那些 零点 (MI ACHES A). 
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827.2 多 项 式 组 


RK 上 的 任 一 多 项 式 p = ples, c2,.-., cn), 可 以 按 变 元 (21, 
zaco wk) 的 纯 字典 序 或 全 寡 序 来 写 出 ， 例 如 
pi = (z — 1)s*t+ (z c1)? t 1, 
就 是 按 变 元 (st) 的 纯 字 上 典 序 (S Y) 写 出 的 ， 变 元 (r22s 
zi) 的 任 一 组 互 不 相同 的 索 积 在 域 K 上 都 是 线性 无 关 的 , 所 以 , 从 
线性 的 观点 来 看 , 可 以 把 这 些 竹 积 看 作 是 不 同 的 变 元 ., 对 于 多 项 式 
方程 级 
Pi(zl T2,... ,Tk) = 0, 
PS: paz(21,22,...,24) = 0, 


Bm(z1,72,..., Ek) = 0. 
我 们 把 其 中 出 现 的 关于 变 元 (21,22, mk) PTA (除非 特别 
声明 , 我 们 总 是 把 它们 记 为 e1,ez,…,en) PEE UT BRUT HA 
到 小 排列 为 : 
en X o Meg A Ej. 


这 样 , 方程 组 PS 就 可 以 写 为 


£n 0 
P. : = 

£2 0 

€1 0 


HH P A PS KT RR en,…,e2,el MRE. 我 们 用 pi M e; 
分 别 作为 这 个 矩阵 的 行 指标 和 列 指标 , 我 们 把 方程 组 的 这 种 表示 


IAEA. 例如 在 $26 中 , 多 项 式 方程 组 {pi = 0, pz = 0, ps = 0) 
的 迪克 逊 导出 方程 组 就 是 用 标准 形式 表示 的 ， 
对 于 一 个 多 项 式 了 = f(n- ,zk 如 果 其 所 有 系数 彼此 是 代 
数 无 关 的 文字 , 就 说 了 是 一 般 的 , 例如 
fy = arr? 十 aazlz2 + azt; + 24T2 + 85, 
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其 中 的 a1,…,as 是 代数 无 关 的 ， 子 中 所 出 现 客 积 的 全 次 数 中 最 
大 者 d. BAS 的 次 数 . 如果 了 包含 所 有 次 数 小 于 或 等 于 & 的 第 
积 , 就 说 上 是 全 次 的 , 例如 


h= zl + 2axix + (34 bje? + 4bz, 十 5az2 + 6. 
如 果 了 始 是 一 般 的 又 是 全 次 的 ， 就 说 是 一 般 全 次 的 , 例如 
fa = ar? 十 Q27172 + azz + G42) 十 Q572 + ag. 


设 了 关于 变 元 zi HEU n =1,---,k), MR f 有 形式 : 
f= 0) nts Ti, 1<j<k+l 
4-1 i=l 
其 中 所 有 的 a 是 代数 独立 的 , 则 称 f 是 一 般 完全 的 . 

如 果 我 们 把 一 般 多 项 式 的 文字 系数 取 为 具 钵 的 值 (可 以 是 任 
意 含 参数 或 不 含 参数 的 代数 表达 式 ), 我 们 就 说 这 是 一 个 具体 指定 . 
例如 上 面 的 fo ME fa 的 一 个 具体 指定 . 

对 应 于 多 项 式 组 的 情形 , 也 有 类 似 的 定义 . 

例如 考虑 如 下 三 个 二 变 元 多 项 式 组 


pa = zy + (a + b)y — e, 


p, = 1° +ary— y t b, 
S: 
ps = bz +y + 2ac, 


其 中 a ,5 .c 是 参数 . 我 们 说 它 不 是 “一 般 完 全 的 ”, AA, 比如 p 
中 z? 的 系数 是 1 而 不 是 独立 的 参数 , pz 中 y 的 系数 十 8 代数 地 
KET p. 的 系数 , 尽管 > 和 y 的 最 高 次 数 分 别 是 2 和 1, 却 不 包 
SARA ey 等 等 ， 对 应 于 这 个 多 项 式 组 的 一 般 完 全 型 是 


ph = a2127y 十 Q22z2 十 a2323 + 0342 + A25Y + a25, 


Py = a11Z?y + a152? + a azy + ajat + Qt52 + ais, 
G: 
Pi = 0312? + a322? + a3313j + 0342 十 a353 + a36. 
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827.3 多 项 式 组 的 结 式 
给 定 天 十 1 个 大 变 元 (z1,..., Ck) 的 一 般 多 项 式 
Po = po(zi ,TE), 77. Pk = Pk(L1, T2, ..., ZR). 


用 ci; 表示 它们 的 系数 ， 则 po... ,pk 的 结 式 定义 为 cij 的 一 全 
不 可 约 多 项 式 res(po.... pe), 且 对 于 po,.… ,ps 的 任 一 具体 指定 
Bo... Pio AE Po, .--, De 有 一 个 公共 零点 ,就 有 res(Po,... Fe) = 0. 
不 失 一 般 性 , 我 们 只 考虑 无 挠 零点 . 

一 般 来 说 , 由 po, .... px 得 到 如 下 形式 的 方程 组 是 不 困难 的 : 


pas * M 6) 
a " at fa "4 


其 中 ai EK, fa g; 都 是 x1,..., zk 的 多 项 式 , HE po... px 的 每 
一 个 无 措 零 点 处 ， ES Fn 不 都 等 于 Q, 而 g1,---59n 都 等 于 0. 令 


11 ^^^ Om 


Res(po,....px) = 


EH 


ünl -7 Oan 


则 根据 线性 代数 方程 组 的 理论 易 知 , 结 式 res(po,.... pk) 必然 是 
Res(po, ..., Pe) 的 一 个 因子 ， 如 果 可 以 证 明 Res(po. ..., px) 和 
res(po, .... Pe) 有 相同 的 次 数 , 那么 Res(po, ..., p.) 事实 上 就 是 多 
项 式 组 po, ..., px 的 结 式 . 


$28 迪克 过 导出 方程 组 


由 826 的 例子 可 以 看 出 , 借助 于 线性 方法 来 求解 一 般 的 非 线 
性 方程 组 , 其 第 一 步 也 是 关键 的 一 步 是 从 原 方程 组 得 到 导出 方程 
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组 .本 节 介 绍 连 克 避 结 式 方法 , 它 正 是 我 们 在 826 例子 中 用 以 产生 
导出 方程 组 的 方法 - 
早 在 1779 年 ， 贝 佐 就 已 发 展 了 一 个 计算 两 个 单 变 元 多 项 式 结 
式 的 方法 . 它 是 用 较 低 阶 的 行列 式 来 表示 结 式 的 . 这 就 是 著名 的 
Wat (参见 本 书 第 2 章 ). 贝 佐 结 式 在 多 变 元 情形 可 以 从 两 个 
方向 来 发 展 , 其 中 之 一 对 应 于 所 谓 迪 克 避 结 式 . 正 是 本 节 和 下 一 节 
的 主题 . 
首先 让 我 们 描述 凯 莱 (A.Cayley) 构造 贝 佐 结 式 的 方法 [24 
给 定 两 个 次 数 为 n 的 单 变 元 多 项 式 f(x) 和 glr), Ra 是 异 于 
z 的 变 元 , 则 行列 式 
f(x) gle 
uc fa) día) 
是 关于 变 元 z, a 的 多 项 式 , 并且 当 z= a 时 A(x, a) = 0, 这 意味 
A r-ok Ara) HAT. 这 样 , 多 项 式 


A(z, o) 
r-a 


ls, a) = 


就 是 一 个 关于 变 元 a H n-1 次 多 项 式 , 并 且 关 于 x 和 a 是 对 称 
的 ， 可 以 把 多 项 式 6(z, a) 写 为 


6(za) = cl(zja" 1+cafzjan-2 十 -十 cnfz). 


其 中 ci(z) 是 关于 变 元 x 的 多 项 式 且 次 数 小 于 或 等 于 nn 一 1. 

RE zo 是 多 项 式 f(x) 和 9(z) 的 一 个 公 根 , 则 显 见 在 2 = zo 
处 多 项 式 6(z a) 等 于 0, 妈 6(zo,a) = 0, 而 不 论 o SUIT AR. PI 
以 , 在 z= xo 处 , 多 项 式 5(z,a) 关于 变 元 o HAM BRN KIB 
等 于 0, Hp 


{ey (zp) = 0, eo(zo) = 0, rtg € (xo) = o}. 
一 般 地 , 多 项 式 fir) 和 g(z) 的 任 一 公 根 必然 是 多 项 式 方程 组 
{cafz) = 0, e2(2) —0, ..., en(z} = 0} 
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的 解 ， 我 们 把 这 个 方程 组 看 作 是 x ORDA Tl, ana... 
T ck ird (n. PAE n TEE) 如 其 有 解 则 必 然 是 
TR (IN z? = 1). 故 其 系数 矩阵 的 行列 式 为 0, 这 个 系数 矩阵 就 
AMHR f(x) 和 g(x) 的 贝 佐 矩阵 , 而 其 行列 式 即 是 贝 佐 结 式 - 
1908 年 , 迪克 逊 把 凯 莱 的 方法 推广 到 三 个 二 变 元 多 项 式 的 情 
JEUS. 这 个 方法 极 易 推广 到 上 十 1 个 * 变 元 多 项 式 的 情形 ， 下 面 
就 具体 地 指定 的 多 项 式 组 来 介绍 这 个 方法 , 一 般 情 形 的 构造 方法 
与 此 类似 , 我 们 将 在 下 一 节 讨论 . 一 般 情形 与 具体 指定 情形 在 算法 
二 的 这 种 -一致 性 , 不 仅 迪 克 还 结 式 如 此 , 而 是 广泛 地 成 立 的 .不 过 
在 其 他 情况 时 , 我 们 将 不 重复 这 种 讨论 而 代 之 以 同样 广泛 适应 的 
其 他 方法 . 
HE kl k 变 元 多 项 式 维 
pi(zi To,..,, Tk): 
PS: pa(zi, 22,- Tk), 


设 O1, 02, ..., Ot 是 k 个 新 变 元 ， 则 如 下 行列 式 


ATi, zkyal t ak) = 
Pilz £a TR) 000 Pheil Ea TE) | 
pilai, za Tk) RET Pii (22,7754) | 
Pi(oi,02,--,Z&) c7 Perila Gas, TK) | 
pion,a2, OR} c0 E R > Qk) 
是 关于 变 元 Ti yy 的 多 项 式 {i = 1,2,...,4), 并 且 当 Ti = Q; {i = 
、 天) 时 
A(zi, Bk oco) = D. 


这 意味 着 (21—031) (2-703) -- (Teak) FE Alar, +++, FR, 00k) 
BET. 

A(x, "tty hk, Ole ++, Qn) 

(zi — 01): (Ek — ok) i 


b(z1,-: Gd QR) = 
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这 是 一 个 多 项 式 , 称 之 为 pl, Pr -o pep 的 迪克 逊 多 项 式 , 不 妨 
把 这 个 多 项 式 看 作为 Œl, Ok 的 多 项 式 ， 并 把 Q1, 1 5 Qk 的 各 
ARS RMI A 


Cifti, 92... ER). £—1,2,...,n 


它们 都 是 关于 变 元 mis c2... m. 的 多 项 式 . 我 们 称 这 些 ci pu, 
pa. Pra 的 迪克 圳 导出 多 项 式 组 , 对 应 于 方程 组 的 情形 , 我 们 
称 方程 组 
Ci(21,22,..., 24) = 0 í—1,2,...,n 

为 方程 组 pi = 0, pz = 0,..., pey — 0 的 迪克 逊 导出 方程 组 . 容 
易 知 道 , 原 方程 组 的 解 必定 是 其 迪克 还 导出 方程 组 的 解 . 

在 上 述 迪 克 逊 导出 方程 组 中 , 我 们 把 其 中 出 现 的 关于 变 元 (zl， 
za, eek) ADT ARREST RA RAR) 由 大 到 小 写 为 


£n; pg Ez, €i. 
3k FE, 迪克 逊 导 出 方程 组 就 可 以 写 为 标准 形式 : 
En 0 
pel sfa: 
€ 0 
el 0 


其 中 D 为 违 克 避 导 出 方程 组 关于 短 积 en,'…, ez,e1 HARES, 
称 为 多 项 式 组 pi, p2,,.…, peor 的 B ERR R. 
作为 一 个 例子 , 现在 来 解决 826 RR PORN — Ti, 即 构造 
多 项 式 组 
pi(s,t) = (s? + s?t)z 一 82t 十 二 十 32 十 1 


po(s,t) = (s? + 2t)y — yt -s +t, 
pals, t) = (s? + s?t)z — 25? + 2t - 2 


的 迪克 过 导出 多 项 式 组 . 
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由 诗 算 , 可 得 


ps, t) Pals, t) Pals, t) 
pila, t) po(a,t) palat) 
pila, B) pala, 8) pa(a, B) 


A(s,t) = 


mís,t) - mío, t) pa(s.t) — pa(a,t) — pa(s,t) — ps(o, t) 
pi(a,t) — pila, 8) pola, t) ~ pa(o, 8) pla, t) — pala, 8) 
mío, 8) p2{e, B) pla, 8) 1 


= (s - ay(t — B)(c1o? + eza? + cza + c4), 


ó(s,t) = A(s,t)/((s — a)(t — 8)) = eco? + eso + eso + ca, 
其 中 
c; = (2r + 2z — 2)s + (6y — 4a — z — 2t + Gy - 22+ z — 4, 
€; = (6y — 4r — z — 2)st + (6y — 2r + z — 4)s 
+(2zr 一 > 一 2jt 十 2z ~ z — 2, 
c3 = (22 — z — 2)st + (Br — z + A) + (2z — z —2)£ + 2z — z + 4, 
c4 = (22 — z — 2)st + (2z — z + 4)s. 


BBA pi, pa, P3 的 迪克 和 逊 导出 多 项 式 组 . . 
829 -RHBPABRBRER 


给 定 一 般 多 项 式 组 


Pp1 = Pi1{(T1, T2,..., Tk), 
PS: Po = po(z1. 22, ... , 2X), 


Pk+1 一 Pk+1 h21: 22, es 
对 于 1<i<k, 设 
dmax; = max{deg(p1, z;), deg(p2, 2i), ..., deg(pn+1, i)}. 
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没 用 §28 的 记 法 并 作 类 似 的 讨论 , RR. pl, p2, -e pror Ma 
多 项 式 
6 = 6(zi, xh QL OR) 
关于 a; 和 zil <i X k) 的 次 数 分 别 为 
deg(6, ai) = (k +1- t)dmax, > 1, deg(6, zi) 一 4 dinnx; = 


诛 多 项 式 组 pi, pz .… Pest ME — SABRE IH SMH 
式 的 零点 , 而 不 论 on, …… ax RA, POORER Sh SH 
x 


Ci(z1,22,.... TK) £—1,2,...,n 


k k 
n = [It 1-720422) = MET dmax- 

il i=l 
JF B.. 在 所 有 cifzl,zz, ,zk) 中 , 变 元 zi， te 的 各 不 同 寡 积 
的 个 数 为 

k k 

fje z dmax;} =k! li dinax; =n. 

i=} ix] 
我 们 用 新 变 元 eili =1,....n) KER KRRRHER (其 中 有 
些 可 能 并 不 出 现 ): 


把 导出 多 项 式 组 看 作 是 ee …, en 的 线性 式 , 其 系数 矩阵 称 为 
PS:{ pi, po. peti} D GARR, 记 之 交 D. ox dtp ERE 
行列 式 称 为 PS:(im. ps o. pha] 的 ERRAR 


9j 


这 样 ， 方程 组 in = 0, p2 -: 0,.. ^ 及 天 十 1 = 0} 就 蕴含 线 性 方程 


组 
€1 0 
ea 0 
D-| .|= 
en 0 


换言之 , 多 项 式 组 的 迪克 逊 结 式 为 0 是 该 多 项 式 组 有 公共 零点 的 
例如 , 考 虚 由 两 个 双 二 次 式 和 一 个 线性 式 组 成 的 系统 : 
fi = az?y? + azr?, 
fa = biz y? + bay’, 
Js = uT + uzg + us. 


^E E 38 be b & E SC E 
(o? 8, o^, o? 8, o?, aß a, 8, 1) (D: (zy) my, y^ TYY, T, y, 1)". 


其 中 也 = 


0 0 0 6 0 a2biu; agbyue 0254115 

0 0 0 a2biuj  a3bius 0 azbiua Q 

0 0 0 a2b1u2 a1bau1 a251 t3 Ü b 

Q a3b115 0 a2b,u3 abou 0 0 Q 

0 Q1p221  a162u5 0 &j1b4u3 agbeuy  a2b3u3 azdguy 
abau 0 wibzus | a9b2ui 0 0 62023 
&152uo9 ayboug 0 à252u5 0 a2b2n3 0 0 
215213 0. 0 &2352u3 0 0 0 0 


是 多 项 式 组 (fi, fo, fa} BUB RAE PI, HET AU R IS ER RO ES C : 


det(D) = afasb?b4u$(a2b2ut + 207d; bou?u? + ajbjui 
—2a,a5b1u2u$ — 2a1a;b; b3u2u2 + a2b2ui). 


对 于 大 十 1 个 下 变 元 的 一 般 完全 多 项 式 , UE: 迪克 各 
结 式 为 0 是 它们 有 仿 射 零点 的 一 个 必要 条 件 [ 引 
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$30 £ X & 


Pi = pi(zi22,....m4). 
PS: Po = po(z1,32,..., Sk), 


Pk = pr{Z1,22,. HE Uk). 


Qi = Clnn d cc Cl2€2 + C4441, 
G2 = Cnn Ttt + Cq2€2 + Co1E1) 


DPS: 


Qm = Cnnen t+ T Emez 十 Cm1€1- 
其 中 eili 一 1 2, 2) 为 (T2, Ek) BRE BR, A 
en Acor x €2 X €); 


而 ci; € Klay] (i= 1,2,--,mi;j = 1,2,---.n), BP e; # x, 的 多 项 
式 ， 当 我 们 说 多 项 式 组 DPS 是 PS 的 迪克 逊 导出 多 项 式 组 时 , 如 
828 和 §29 所 述 , 它 是 唯一 确定 欧 ， 由 PS 还 可 得 到 另外 一 些 有 确 
Ure SCIL SE Hi BOE (ON SH (F.S.Macaulay) 导出 多 项 式 组 
等 , 参见 832), 一 般 来 说 它们 是 互 不 祖 同 的 , AS Sh E 
一 个 合 义 颇 广 泛 的 术语 ,我 们 说 DPS 是 PS 的 一 个 导出 多 项 式 
组 , 其 基本 合 义 是 PS 的 每 个 (无 挠 ) SAME DPS W (EH) 
ded. 为 了 使 得 DPS 不 是 徒 具 形 式 , 在 形式 上 要 求 n— m < UL k. 
这 里 i 表示 PS 中 所 出 现 的 不 同 蹇 积 的 个 数 ， 我 们 期 望 得 到 的 导 
出 多 项 式 组 , 在 形式 上 最 好 是 m = m. 即 导出 多 项 式 组 (对 应 于 方 
程 组 的 情形 是 导出 方程 组 ) 中 的 多 项 式 的 个 数 等 寺 其 中 所 含 不 同 
FEAR AS PR. 

A 826 的 例子 正好 是 我 们 所 期 望 的 情形 . 在 部 里 , 方程 组 的 
解 既 可 以 用 递 推 式 表示 , HET DL do Eon. 在 很 多 情况 下 , 方程 
组 的 解 确 实 可 以 用 显 式 来 表示 . 
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4 DPS 是 PS 的 一 个 导出 方程 组 {或 导出 多 项 式 组 ),M 是 其 
标准 形式 的 系数 矩阵 . 设 M 的 秩 为 >= rank(M), 并 设 MU <r) 
AM 的 一 个 秩 为 7 的 子 和 矩阵 , CHM HR Ame. 对 于 OM 的 
ft -FHE {或 任 一 子 式 ), 我 们 总 是 根据 它 在 M 中 的 年 置 用 相应 
WR e; (EARS. M; 的 列 指标 为 e; 的 列 问 量 记 为 Cy. 
i= 12 Ty 表示 M; BA i ESRT A, 有 时 为 了 明确 ， 
也 把 相应 的 列 指标 ei,…, ef TH, 记 为 muse) 5 Xm 
E rj PHM; 的 列 Cs 取代 万 的 列 Cj. 后 所 得 的 行列 式 . 

[ 例 } 设 某 多 项 式 组 的 导出 多 项 式 组 为 

qi = a2? + azry + azy? + a42 + asy + as, 
qo = bya? + boxy + bay’ + bx + bsy + bg, 


gs = cx? — cory + cay" + c42 + esy + cs. 


则 


G1 682 Q3 3 | ü4 ü? G3 

T3 — bi ba b3 7 73. 中 = b4 bs ba 

€j £9 C3 C4 C2 C3 

2 ü5 82 43 $t ag a2 Q3 
zl” vw) = bs bs ps ; D di = b by bs 
c5 C2 C3 Ce €2 C3 


定理 124 dvo HUH el, et, BD 
Tj(e, 76$) #0, 
则 显然 M; 中 列 指 标 为 else 的 了 个 列 向 量 
V: (CC 
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线性 无 关 ; MRAM, 的 其 余 呈 ~ 个 列 向 量 中 的 每 一 个 替换 V 
中 的 和 企 一 指定 的 向 量 , 比如 说 Cl. 都 得 到 线性 相关 的 向 量 组 , 那么 


Tj(e1s 的] 
为 零 是 原 多 项 式 组 有 公共 的 无 挠 零点 的 一 个 必 上 时 条 件 . 
定理 2 对 于 大 十 1 个 上 变 多 多 项 式 组 , 沿用 上 述 记 号 , 我 们 
有 : BE Mj 是 了 x (7 F 1) AERE, 且 和 包含 有 列 指标 Ti, Vast, Ths 1. 
如 果 


TE Tj{es Fl Ek+2 T1.22,707 QE) # 0, 
那么 , 原 多 项 式 组 或 者 没有 公共 零点 : RERA SU 
TE T1721] pisal] 
(- = 3— T i409 72 B ) * 


上 面 两 个 论断 适应 于 任何 导出 方程 组 , 是 线性 代数 方程 组 理 
论 的 简单 推论 . 


§31 X fF 法 


给 定 一 个 多 项 式 方程 组 


Pr = Piti tzes Ek) 一 0， 
PS: P2 = pa(ziQ 22.55.04) = 0, 


FATA EI^ E" BE BG — p 8 HZ] PE£8. DPSQU UH TC SIE HIER 

组 ). 按照 定义 , DPS 的 无 挠 零点 集 包含 PS 的 无 挠 零点 集 , 但 反 

之 则 不 一 定 对 .怎么 样 才能 把 那些 多 余 的 零点 给 “ 簿 " 掉 呢 ? 822 

给 出 的 " WR 相对 分 解 算法 ”可 波 帮 助 我 们 做 到 .这 种 求解 方程 组 

时 先 * 兼 收 并 蓄 ” 而 后 “去 伪 存 真 " 的 方法 , 就 是 所 谓 的 “ 聚 简 法 ”. 
沿用 830 的 记号 . 给 定 PS 如 上 ， 首 先 作 如 下 几 步 : 


步骤 1 RE n 作为 参数 , 构造 PS 的 大 个 方程 关于 变 元 
zosccork 的 一 个 导出 方程 组 DPS. 
步骤 2 把 DPS 表示 为 标准 形式 Gn 仍 作为 参数 ): 


41 = clnen t't + cize + Cue = 9, 
Q2 = Can€n +--+ + 02263 + Cn € = O, 


DPS: 


Qin = €mnEg + e 十 Pri2E2 十 Crmlel = Ô. 


BMS 对 en,…,e2z,et 的 线性 方程 组 DPS 施行 不 带 分 式 的 
高 斯 消 元 , 从 而 得 到 : 
hn = binen + + bagez + bue; = 0, 


PERS ha = bo2e2 + b21e1 = 0, 


hi = bye = 0. 
其 中 bi € Kfz} (i= 1,2,---,mij = 1,2, vey m). 
回头 重新 把 zi AERA IC. 这 样 GPS 就 可 写 为 : 
hy = hy (as, £2,...,2n) = 0, 


GPS: hy = ho(x1,%2,-..,£4) = G, 


Pom = i my 24) = 0. 


这 前 3 步 (步骤 1 BHR 3). 会 起 来 叫做 GPS 算法 . 因为 它 
是 获取 方程 组 GPS 的 步 又. 为 此 而 编 的 通用 程序 叫做 GPS 程序 . 


现在 让 我 们 先 来 考虑 一 种 较为 简单 的 情形 : 

步骤 4 (如 果 可 能 ) 从 GPS 的 m 个 方程 {h = 0, hz = 0, 
eo. hm =O} PRE k T, 使 之 形成 为 关于 变 元 {zi e} 的 一 
个 三 角 型 方程 组 TS; 相应 的 三 角 列 记 为 : 


h (21). 
Jalti, 22), 


TS: 
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SES 把 TS 分 解 为 有 限 个 正常 升 列 (参见 822 定理 1). 
步骤 6 对 每 个 正常 升 列 AC 相对 于 多 项 式 组 {pp pe} 
作 单 纯 分 解 . 
这 样 , 得 到 的 每 一个 与 多 项 式 组 mo po,---, pi) 整 相关 的 正常 
升 列 就 表示 原 方程 组 (m = 0,p2 = 0,… ,px = 0} 88 —£8 E ; 所 有 
的 这 些 解 合 在 一 起 , 就 是 (pi = 0,p2 = 0,… ,px = 0) 的 全 部 (无 
HE) s. 
在 上 述 步 又 4 中 , 如 果 找 到 的 不 是 恰好 由 点 个 多 项 式 组 成 的 
美 于 所 有 变 元 zi, zz. .zs 的 三 角 列 , 而 是 由 了 个 多 项 式 组 成 的 
关于 了 个 变 元 (比如 说 zj .2z7) 的 三 角 列 , 那么 把 zi ,zx 看 
作 zary 利用 825 的 方法 , 可 以 求 得 方程 组 
fi = fijas timi) = 0, 
fo = fa(tj4iy-.+, ki 21,22) = 0, 
GS d iei Sat pee ees ol whee TER UE eee (g € PS) 
f.—jfzn.eo£Xrfpz2..e,45)-—0, 


亦 即 原 方程 组 PS 8948 (P475 L mj fj — 2b Ap CES Ue CH A, 同时 
最 后 一 步 叉 使 得 解 没 有 增加 ) 

RAVE LARA BAN TILA RIEA, 或 Gather-and-Sift 
BR) 而 GPS 算法 只 是 它 的 前 半 部 分 . i 

[fli] (三 角形 三 角 平 分 线 与 三 边 之 长 度 关 系 ) 设 ABC 是 
一 个 三 角形 ,a,b Mc 分 别 是 角 A. BAC 的 对 边 长 度 , ai ac 分 
别 是 角 A 的 内 、 外 角 平 分 线 的 长 度 , be EA B 的 外 角 平 分 线 的 长 
j£. 试用 ai ae 和 b, KER a, b H c. 

这 个 问题 可 以 (用 角 平 分 线 的 计算 公式 ) 归结 为 求解 如 下 多 项 
HABA, 


p2 = at{c — b)? — cha +b—-c)(e—b+a) — 0, (31.1) 


pi = a2(b +c)? — cb(c 4- b — a)(e - b 4 a) = 0. 
pg = b2(c — a)? — ac(a +b — c) (c 4- b- a) = 0, 
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其 中 a, d, c 是 未 知 元 , ai, ae bo 是 参 变 元 - 

VESTA SRE {ppr pal 关于 变 元 (b, e) Hal EP Sh HN 
£8, 3EIPV HENCE (MERE) 表示 为 标准 形式 , 然后 租 不 带 分 式 
的 高 斯 洲 元 得 到 GPS 我 们 所 编制 的 程序 GPS 给 出 的 GPS 由 
13 个 多 项 式 组 成 : {k Ars}. 很 容易 从 GPS 得 到 一 个 升 列 CIE 
Bm GPS 的 最 后 三 个 多 项 式 组 成 )}:{h1s,h12,h11 上 , RE 


万 = hijs are! Py (aj, ae, be, a) = D, 
fz = hg = Qi(ai, a^, be, a)b + Qalli tes be, a) = 0, 
fa = ħu = Ri (ai, 8e, be, a, bye + Ro(ai, Ge, be, a, b) = 0. 


其 中 Ry, Ro, Qi Q Al Pi 分 别 是 有 162, 390, 298, 162 和 330 项 的 
AU. 由 于 fi 是 一 个 不 可 约 的 多 项 式 , fo 是 关于 8 的 线性 式 而 
fa 是 关于 < 的 线性 式 , 所 以 , 升 列 (hfe. fa) BRON, 因而 不 
需要 进一步 验证 就 知 (P:,P, Ps) 恰好 就 是 所 求 . 

求解 该 问题 的 上 述 程序 运行 时 间 158 秒 (PC 586/75). 

这 一 问题 的 解 首先 是 由 高 和 玉 09 给 进 揭 .他 位 采取 伪 除 法 和 
结 式 计算 交替 使 用 , 加 以 某 些 人 工 干 预 , 用 Lisp 语言 在 一 台 Sun 4 
工作 站 上 实现 . 为 获得 第 一 个 方程 花费 了 19 PLN. 最 近 他 们 又 
FH Maple 在 Sun Sparc-10 上 实现 , 据 报告 运行 速 庆 查 其 原 有 基础 
上 提高 约 一 个 数量 级 ( 见 [19] BOE). 

其 实 这 问题 还 可 以 解 得 更 快 , 只 要 我 他 将 变 元 的 排序 改 为 
{cba} 也 就 是 说 , 采用 多 项 式 组 {pi1,p2,pa} 关于 变 元 {b,a} 的 
iE db Se dE ED, 其 余 步 又 不 变 . 这 样 , 最 后 得 到 的 升 列 中 ,第 
一 个 方程 仅 依赖 于 e, 第 二 个 方程 线性 地 依 斥 于 而 不 依赖 于 a, 
第 三 个 方程 线性 地 依赖 于 a. 与 此 相应 的 程序 在 PC 586/120 上 的 
BoM AEH 19 秒 ! 这 与 最 初 和 的 19 PRN A, 效率 的 提高 是 
显著 的 . 

企图 计算 系统 (31.1) HS Awa eS (A 832) 的 尝 
W, 各 在 Sun Sparc-10 上 运行 一 整 天 后 未 获 结果 [2 看 来 月 前 常用 
的 这 些 方法 中 , 至 少 就 解 这 类 问题 而 言 , “ 聚 咎 法 ”可 能 是 最 优 的 - 
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当然 在 一 般 情 况 下 , 由 步 台 4 得 到 的 三 角 列 是 可 和 势 的 , DIR E 
一 步 “ 季 ”去 多 余 零 点 的 工作 是 必须 的 . 
[56012] (神经 网 络 问 题 }. 
1 一 cz 十 zt2 十 zz2 =0, 
PS | 


. i ey yr + y2? -0, 
d 一 ez 十 zz2 + zy? =6, 


其 中 zx,y,z 是 未 知 元 , c BSR. 
使 用 GPS 算法 (PEGER 1, HE 2, 00€ 3), 我 们 得 到 


GPS 一 [Uu Ax) 
其 中 


hy = 2(1 — cz + za? + zy?) 

hg = z*(z — yY(z^y + zy? + 1), 

hey = 27(—2x? 十 cz 一 1}(2ez* — 227 — cx? — 2ex — 1) 
-(23 — cx ~ 1)°(224 — 3er? + x + Y. 


我 们 只 考 虚无 找 零 点 , 所 以 可 以 把 因子 z 从 各 多 项 式 中 约 
去 (事实 上， 容易 看 出 x = 0 不 是 碌 方 程 组 的 解 ), 从 而 得 到 AC 
= {P,, Ps, Ps}, 其 中 
P, = (+204 + cw ~1)(2ex4 — 2x3 — e?z? — 2er — 1) 
423 — ca — 1)(2a4 — gc? + + 2), 


P, = (x — y)(2?y + zy? +t), 
Ps = 1 — ez + za? + zy. 


多 项 式 组 AC 的 零点 集 包含 了 PS 的 所 有 零点 , 现在 我 们 要 把 多 
f HOS PUn dede. 

由 于 PH P, 显然 分 别 有 4 全 和 2 个 因子 ,所 以 AC 可 以 容 
易 地 被 分 解 为 8 个 分 支 : AC1,-…, ACs. 应 用 WR 分 解 程序 作 每 
一 个 AC, (i = 1,…,8) 相对 于 多 项 式 组 PS 的 单纯 分 解 , 得 到 5 
个 正常 升 列 : CS, … CS, 它们 与 多 项 式 组 PS 是 整 相关 的 , Bl 
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S = (CS8,,-.,C5,) 是 方程 组 PS 的 所 有 参数 解 ， 其 中 


CS, = {-203 二 ez — lom — y, 1 — ez + zg? + zy?) 
CS; = {224 — 3ca? + m E c7, m — y, 1 — ez + za? + zy?), 
CS; = (zx? — ex - 1,z?y + my? +1,1- 2+ zz? + zy?}, 
CS4 = (22! — 3c2? + x + c, y (2c! x? — 156ez? + 762? 
+362? — 6c?r 一 2c57 — 42c*) + 8r? — 3623 十 ch? 
十 84c2z2 — Tetz — 42er — c9 — 42c9,1 — ez + za? + zy}, 
C Ss = {f2cz4 — 2x? — c2z2 ~ 2cz ~ 1, y( - 2c? 5 + 92e? z? 
—416c8x? — 576c32z? — 642? + 100c8z2 — ...) 
十 2cllz3 十 32c8z3 — 384c5z3 — 64c? 2? — cl3x2 
+48cl0z2 —...,1 — ez + zz? + zy?). 


832 Rž — Ü: WRSOLVE 


许多 方法 都 可 纳入 聚 筛 法 的 框架 , 关键 是 谁 的 效率 高 . 而 实际 
情况 往往 是 , 某 种 方法 对 某 类 问题 较为 有 效 , 不 可 以 笼统 地 评价 . 
本 节 将 要 介绍 的 方法 可 以 看 作 是 育 筛 法 的 一 种 极端 情况 它 不 用 
高 维 结 式 , 但 也 是 一 种 完全 的 算法 , 效率 高 , 且 无 须 人 工 干预 、 


给 定 一 代数 多 项 式 方 程 组 


pim miami 22, ee) = 0, 
PS: pa = pa(z1,22,..., Ek} = 0, 


pk = Dr (v1, 22, ..., 2X) = 0. 


基于 $22 给 出 的 WR 相对 分 解 算法 , 我 们 设计 出 一 种 新 的 有 效 算 
法 , 将 一 般 代数 方程 组 PS 化 成 一 系列 三 角 型 方程 组 AS, 使 得 
Zero( PS) X Zero(CS) = | J(Zero(A5;) X Zero(C 8;)) 


这 里 CS 和 CS, 是 一 系列 非 退化 条 件 ， 
从 本 质 上 讲 , 代数 方程 组 的 相对 分 解 和 整 序 是 密 不 可 分 的 , 基 
于 任何 一 种 相对 分 解 , 我 们 都 可 以 得 到 一 种 整 序 的 方法 . 因为 , 整 序 
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中 的 每 一 次 消 元 过 程 实际 上 就 是 关 填 已 有 升 列 的 相对 分 解 . 本 节 
SGM WRSOLVE 算法 正 是 基于 这 样 一 种 思想 , 先 用 WR SEIZE 
FF, 然后 类 化 上 节 所 述 " 短 "的 过 程 用 WE 算法 去 掉 多 余 的 等 点 . 由 
于 WR. 算 法 不 需要 因 式 分 解 . 这 就 保证 了 WRSOLVE 算法 在 遇 到 
方程 组 分 解 时 具有 较 高 的 效率 . 此 外 , 该 算法 还 有 另 一 显著 特点 ， 
车 非 退化 条 件 的 处 理 上 不 同 于 吴 氏 方法 , 我 们 采用 $24 中 的 弱 非 
退化 条 件 , 极 大 地 降低 了 算法 的 复杂 度 . BZ, WRSOLVE 算法 是 
一 个 完全 的 求解 非 线 性 代数 方程 的 方法 , 我 们 已 编 册 400 余 行 的 
MAPLE 通用 程序 , 多 附录 C. ril Rf EE GL WRSOLVE 
算法 , 并 通过 运算 实 网 说 明 WRSOLVE 是 一 种 新 的 求解 非 线 性 代 
数 方程 的 有 力 工 具 ， 


本 算法 的 * 僻 "的 部 分 ( 即 WR 算法 ) 在 $22 已 经 详细 介绍 ， 这 
里 主要 给 出 整 序 过 程 的 算法 在 叙述 算法 之 前 , 我 们 引入 代数 方程 
组 的 最 大 和 开 列 的 概念 . 


设 AS, 和 452 是 PS 的 两 个 子 升 列 , 定义 偏 序 AS, < AS 如 
F: 
1. AS: 中 方程 的 数目 不 小 于 AS, 中 方程 的 数目 . 
2. 如 果 方 程 数 相等 , A 中 每 个 方程 关于 其 导 元 的 最 高 次 数 
之 和 不 大 于 AS, 中 每 个 方程 关于 其 导 元 的 最 高 次 数 之 和 . 
因此 PS 的 最 大 升 列 AS 是 指 满足 上 面 储 序 的 最 大 值 . 


WRSOLVE 算法 步骤 : 

MA: PS, — CHEA: VAR, 一 组 变量 的 集合， 

输出 : {4.51, 452,…}, 三 角 型 方程 组 的 集合 ， 

初始 化 : Pset = (PS); Aset = { }. 

Step 1 MR Pset 是 空 集 , HBB? H. 否则 从 Pset 取出 
任 一 方程 组 PS. 

Step 2 根据 VAR 计算 PS 的 极 大 升 列 AS. 如 果 PS\ AS 
是 空 集 , 把 AS 并 入 集合 Aset 中 , 并 把 PS 从 集合 Pset 中 消去 , 返 
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回 第 1 jp. 否则 从 集合 PS\ AS 中 取出 一 多 项 式 g, 使 得 9 关于 
AS 的 所 有 导 元 的 次 数 和 最 个、 

Step 3 HE AS 是 否 为 正常 升 州 ， 如果 为 真 , 转 到 第 4 步 . 
否则 在 AS = fi, foo fu] 中 有 一 最 小 的 下 整数 > 1, 使 得 及 
的 导 系 数 于 关于 子 升 列 AS = (fi, foe fe] 的 结 式 为 零 而 伪 余 
式 不 为 零 . 然后 计算 AS 关于 了 的 WR 分 和解, 得 到 -系列 新 的 正 
常 升 列 AS, 4 PS; = ASi LUIPSY AS). 用 这 个 新 的 方程 组 序列 
PS; BR PS, 返回 第 1 2b. 

Step 4 +H AS 关于 g 的 WR. 分 解 得 到 -- 系 列 新 的 正常 
升 州 AS;. 

Step 5 HA g 关于 每 一 组 正常 升 列 AS; HAR gi 如果 
g: Z 0, 那么 构造 新 的 方程 组 已 Sio = AS; UJ{gi} UPS \ AS \ {g}); 
否则 PSio = AS; U(PS\ AS \ {9}), PS = AS: U(PS \ AS) U Ciz, 
此 处 Ci; 表示 升 列 AS, 的 第 7 个 方程 关于 其 导 元 的 所 有 系数 之 
集 . 

Step 6 用 新 的 方程 组 序列 P5;; FRM PS, 返回 第 1 2b. 

Step 7 如 果 Ase = ( }, 输出 空 集 停止 ， 否 则 对 Aset 中 每 
个 方程 组 关于 原 方 程 组 的 每 个 方程 个 WR 相对 分 解 , 去 掉 多 余 零 
点 后 , 输出 新 的 三 角 型 方程 组 集合 Aset Sit. 这 里 信 得 一 提 的 是 ， 
考虑 到 变量 的 序 对 整 序 的 复杂 度 影响 很 大 , 在 上 面 WRSOLVE 算 
法 中 , 并 不 要 求 预 先 人 为 指定 变量 序 , 所 有 的 序 都 是 由 算法 自动 产 
^E, 这 点 与 其 他 己 有 的 算法 不 同 . 


[61] 一 个 由 摩 勒 定理 的 假设 所 产生 的 方程 组 


著名 的 摩 勒 (Morley) 定理 是 关于 一 个 三 角形 的 诸 三 等 分 角 线 
的 某 三 个 交点 构成 一 个 等 边 三 角形 的 定理 . ARS) 将 这 个 几何 
命题 的 假设 Gil xt 5 SEXE 4 86 r0) 加 以 代数 化 , 得 到 一 个 术 赖 于 
约束 变量 z1,… ,ze 和 参数 ui uo, us 的 方程 组 如 下 : 
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hy = (3 + (-3u T6ut — 3u?) us) 227 
((—3 us + Buy) u$ + u$ —3uiu1 +3 ulu, — uf) vi 
-uus + (3ujud — 6u2u2 + 3u1) us, 

—(u$—3u2uj) za + (7-3 ugu$ + u$) 21, 

ha = (just — tuoi) x4 + (u1usz2 + u1u321) 25, 

hg = (32,03 — 2uiz123 — x3) 23 + ((—3 z$ + 32$ 
9z2r, 一 3alz?)zra 一 6 zwi +3 ugriz —62322 
r3uzi)zi + ({- Sar) + 6uj2122 Pe aes 
(6 zi — 6uizi 一 uziz 一 6z1) es * Seite} 
67122--323)z4-4- (33 ie = Sata tux?) e] 
十 (6zlz3 一 3 up1z2 + 6ix3w2 一 Sus) ej 
(— 323 + 3uy2i - 62123 6u 21 z$j— 3 T4122+ 
3u,x4) 23 — usiri -2uizlz2 wh 

hs = (wust 十 (一 aaa + uf) 1 一 utus) Tgd- 
(( uru — u2)za-- uiuszi 一 uiua Toul)zs— 
u2ugz2 + (užu — uj) zi + ujus, 

hg — ((221z32 — 44,23) z4 十 (一 z3 + ura + x?) z3 = zırĝ— 
21): te 十 (ai t uiT2 + £2) Ta --(—22122 + uizi)za 
+23 一 ud + wre — uiz?) xs + (7miz — z1) zat 
(23 — u.a2 + inuidia: + ui 2123 + ur? 


如 果 使 用 附录 C 中 的 WRSOLVE 程序 来 对 上 述 方程 组 整 序 ， 
只 需 键 入 
vrsolve([hi1,h2,h3,h4,h5,h6] , [xí, x2, x3,x4,x5,x617; 


机 器 将 会 自动 进行 整 序 , 最 后 自动 产生 一 个 升 列 , 其 零点 包括 了 原 
方程 组 的 所 有 零点 . 整个 过 程 在 PO 586/120 微机 上 费时 仅 3 B. 


$33 £ 4 € E 


给 定 天 个 天 一 1 工 变 元 的 多 项 式 组 


PS: pa(21,22,... 1) 


Pki Ez- TE) | 
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设 它们 的 次 数 分 别 是 nl, ng, -n me. 取 zx 为 一 新 变 元 , 令 


fi = sipi ($h, S, 554), 


g? > tk 

= E k-1 
pg.) 79 p (22, i, o), 
Zk—1 

fk = zy PRA. @,..., TEE 


则 多 项 式 组 fi. fos... fe 是 关于 变 元 mis mnes zu 的 齐 次 多 项 
X, 且 次 数 分 别 是 niy na, ..., n. 

早 在 1902 4E, 对 于 上 个 一 般 的 上 变 元 齐 次 多 项 式 组 (k > 2), 3€ 
考 莱 发 现 了 一 个 形式 非常 简明 的 表达 式 . 按照 麦 考 莱 的 方法 , Bat 
可 以 表达 为 两 个 行列 式 的 商 , 称 之 为 麦 考 莱 商 , 其 分 母 是 分 子 的 一 
个 子 式 . 当 所 有 这 些 多 项 式 都 是 线性 式 或 者 多 项 式 只 有 两 个 时 ， 
这 个 分 母 是 域 的 一 个 单位 , 麦 考 莱 商 可 以 看 作为 线性 情形 的 克 莱 
姆 法 和 两 个 多 项 式 情 形 的 西 尔 维 斯 特 结 式 的 自然 推广 . Sas 
项 式 的 次 数 都 相等 时 , 麦 考 菜 商 的 分 子 和 分 母 所 对 应 行列 式 的 阶 
数 较 之 一 般 情 形 要 小 Bal 

APPMARATS EH SRAK, 其 证 明 及 其 它 有 关 论 断 请 参阅 
(27},(28]. 我 们 把 麦 考 莱 商 的 分 子 和 分 母 所 对 应 的 矩阵 分 别 记 为 M 
ALN. 至 于 具体 指定 多 项 式 组 的 情形 , 我 们 在 下 一 节 将 通过 一 个 
例子 给 出 一 种 有 用 的 处 理 方法 . 


$331 一 般 次 数 情形 


设 fi, fa, re fi 是 关于 变 元 Ti, T2, ..., Tk 的 齐 次 多 项 式 ， H 
次 数 分 别 是 Ty, 22, + Th. 令 


m= 14+ Y - 1), 
X = (2$ ze xpi em) 
换 句 话说 , X 是 所 有 关于 变 元 21, x2,.,., zk 的 m KR 
集合 . 
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给 定 有 序 组 (fs Jr; Z4, Teh A 


To = X, 
S,- {xr & Tol r1 € ERI), 
X; = {z| zF r E S1}, 

= To \ 51, 
S2 = (rc Ti cP RR cr}, 
Xa = {Z| z;?z € Sz}, 
Tz = T; \ S2, 


Sp = (z € Ty-1| 1p RR r} 
Xe = {z| zp et € Sx}, 
Ty = Teri Si = 9. 


这 样 , 就 把 集合 X 划分 为 
X= 2} Xi jr XalJ-- ‘(Joe Xr 

然后 , 用 X; PERERA 6;( 其 次 数 为 m n) RA fi (i = 

-有 最 后 得 到 ( PIET? ) 个 m 次 的 齐 次 多 项 式 ， 我 


们 把 这 组 多 项 式 称 为 fi. fas fi) 的 圳 考 菜 导 出 多 项 式 组 ， 把 
X PRR ARR SR (RE) 由 大 到 小 写 为 


Ens co, €2; Êl; 


则 麦 考 莱 导 出 多 项 式 组 可 写 为 标准 形式 : 


en 


£2 
€] 


其 系数 矩阵 M XOU ZU (fi, fo,.--, fe) 关于 变 元 (zl,z2，…，,zp) 
的 SERRA. 我 们 分 别 用 es file; € X) Me: 作为 这 个 矩阵 的 
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行 指标 和 列 指标 , BD 


fn c €z el 


M 一 


令 


F = {rE X| fe 2 PEDE AE}, 
Fo = {ve X| fic}, cp PEDRE—-TERZ}, 


Fei = {z € Xy_1| op" SEE). 


RNS SSE A, MFT Fifi, Rohe, 而 列 
指标 为 cP Fisco oF UTERA BERT, 我 们 将 
其 记 之 为 NW. 


AFA Quo fki 31,77. Tk) 的 麦 考 莱 商 就 是 


det(M) 
det( N)' 


833.2 相等 次 数 情 形 


设 fi, fa, EL fx 是 关于 变 元 Yi. X2... Dh ffir x Em x, H 
它们 的 次 数 都 是 n ME (fioo fi nsum) 4 


d — (k — 1)(n — Y), 
Af = {二 
tt in ,1<ij<k—1}. 


集合 Xi 中 共有 (IT) eem 
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Xj = fc € Xin) 
Kg = {2} ay © Xłjia < n}, 


Xi = {sfai € Xp alie- < n}, 

X* = 2h XP Grd X U--- Uae XZ. 
用 XT PRETER e; RA f(t = 1:2. .引得 到 一 组 多 顶 式 ， 
RAE RRS MAA A f+ fr; zx1,… ,Xk) 的 HESS 
WAAR PARES RS REEF) 由 藉 到 小 写 为 


Cn, ''', €2, Ex, 
Wh 3c 26 3 59 it IK 4A aT 3 
£n 
m] | 
€2 
El 


HARIEN M 相应 称 为 REREE. 我 们 分 别 用 eyfi(e; € X) 
和 ef 作为 这 个 矩阵 的 行 指标 和 列 指标 . 
令 


Fy = {zE XY| 在 z3,…,x? 中 至 少 存在 一 个 整除 zf}， 
Fy = {x € 本 | 在 码 ，……,z8 中 至 少 存在 一 个 整除 z}， 
Fk-1 = {x €X;z_,| 让 整除 z}， 

Fi = Fo. 


RANE RAS RMP, 对 应 于 行 指标 为 Fifi, cs, Feaficas 而 列 
指标 为 2th, Ea TERRA BERS ME, 记 之 为 
N*. 
有 序 组 (Fus fis ieor) MBSR RE 
det(M") 


det( N*) 
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注 记 
(1) det(M*) 和 det(N*) 分 别 是 det(M) 和 det( N) 的 因子 . 
(2) X; = X499 让 &(5) 表示 集合 S 的 势 ; 由 前 述 构造 知 ， 
30) 一 S(X1) 等 于 总 次 数 为 d 且 关 于 zl KREDA n 的 所 有 
FERKA, 因此 


#0) san» (AEFI = (CER). 


(3) 设 oS Al F 是 1 2 … k 的 两 个 轮换 ， Ms fil No 是 运用 
前 述 算法 于 
(foa s fot £r) Zr) 
i fS Su x aS 3ESBPORIAECOE E TOÓBBEE. 这 种 组 合共 有 (KU? A, 一 
般 来 说 它们 是 不 同 的 , 4B PUE 823625 3E TREE TR AER (除去 因子 41 
之 外 ). 


8 34 xk HHH 
本 节 通 过 几 个 例子 来 了 解构 造 麦 考 莱 商 的 具体 过 程 , 并 说 明 
在 实际 计算 时 怎样 解决 分 母 为 零 的 问题 - 
[511] 考虑 如 下 由 两 个 二 次 式 和 一 个 一 次 式 组 成 的 系统 : 
h- az? + 02T1T2 + 432,23 + 2422 + G5Z223 十 agz$, 
fa = bya} + bozza + bazims + bar? + bsT273 + ber}, 


fa = cyt) + cote + 0323. 


JEEP k= 3, ny = 2, ng = 2, ng = 1. 
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考虑 有 序 组 (fi, fo, fai 2u fo fs), 我 们 有 : 


m 


3, 

= {z}, x? Iq, Z723, E183, T] 223, 2123, 23, 3273, 2573, 0$]. 
X1 = (zi, 22,23). 

Xa = (zi,22.23). 

Xs = (z113, 2123, 2273, 23]. 


P 
| 


所 以 , S HAB (fas fas fa; wi. fe, fs) BAS EHE E 


zł cie. efra zyz megea sieg 3$ 7373 "Irt 7j 
U1 095 @3 G4 G5 Q6 0 0 0 0 Fist | 
0 a 0 Q2 Q3 0 Q4 5 Q6 0 72/3 
0 0 1 0 dz a3 iU Q4 O5 üş zs 站 
bi Do ba ba bs bs 0 0 0 0 -if2 
Mz 0 bi 0 bz bs 0 ba bs be 0 *212 
0 0 bi 0 b2 bg 0 ba bs bg *3/2 
0 ci 0 cz c 0 0 0 0 0 212/23 
0 ü Ci 0 €2 Cs Ü 0 0 0 2123/3 
0 0 0 0 cy 0 0 €2 C3 0 *273fa 
0 0 0 0 0 C1 0 0 C3 ĉ3 2 fs 


MF, = {z3}, Fo = {x3}, PUA ET 
airs 23 
N= ( 04 a4 ) zafi 
bi ba v3f2 
为 了 简化 计算 , 在 用 麦 考 菜 商 M/N) 来 求 具体 指定 多 项 式 
组 的 结 式 时 , 常常 要 把 一 般 的 文字 系数 换 为 具体 指定 的 系数 , 先 化 
简 有 关 行 列 式 再 进行 展开 和 相 除 , 而 不 是 相反 . 可 是 这 样 做 有 时 会 
遇 到 0/0 型 , 即 麦 考 莱 商 的 分 母 [N] =0 的 情形 . 
克服 这 一 困难 的 一 个 办 法 是 试 试 所 有 (KI)? 个 麦 考 莱 商 , AE 
做 有 时 是 可 行 的 ， 可 是 , 也 有 可 能 出 现 所 有 的 这 (0? 个 麦 考 莱 商 
都 是 0/0 型 . 


[ 2) 考虑 如 下 类 型 的 多 项 式 组 
P= f(r, s, t) ai zair, s,t), 
pa = g(r, s. t) ca ya(r, s, t), 
P3 = A(r, s.t) — zq(r, s, t). 


其 中 x,y,z ABM. 


当 
f(r,st)-vs-- C, g(r,s,t) 一 Tt 十 32， 
A(r,s,t) = st, q(r,s,t) = r? 
- 时， 所 有 36 MAA HS Ze IN| 如 下 表 所 示 : 
— |Ni (7, 3, t) 


(pi, p2, ps) T 
(pi, P3, P2) 0 
(p2, P1, ps) d -Ey 
_(Pz pa Pi) | —uz 
_{Pa, Pi, P2) 0 
(papa. pr) z 


而 当 


Jrs, t) =r? s? +t +rs, 
g(r.s, t} — r^ +e? +E rt, 
h(r,s,t) =r? + s? 4 t? + st, 
g(r,s,£) — r’ + s? 4 E. 


时 , 所 有 36 4E E SERA. SATA 0, 尽管 结 式 本 身 并 不 为 0. 
在 麦 考 菜 商 之 分 母 为 0 时 , 也 可 以 履 所 请“ 捞 动 方法 来 计算 
fist. 
考虑 上 述 例 2 的 后 一 种 情形 , 它 的 一 般 型 由 三 个 二 次 型 组 成 ; 


= air? + aers + azrt + 045? + ats st + ast”, 
Pa = byr? + bors + bart + bas? + bsst + bet, 
Pa = cir? + cors + egrt + cas? + csst + cat?. 


vesc RO EB dF 


其 中 
al 一 Gd4 一 06 一 1 一 2 
by = bg =be=1-y, 
€] = l4 = eg = l — z, 
az = b3 = c5 = 1, 
a3 = dg = b2 = b; = to = cg = 0, 


此 时 麦 考 莱 商 的 分 母 是 
ay 0 as l-z 0 i-z 
INwI=|0 a aj=| 0 1-r l1- |=0 
0 b ba 0 1-9 l-y ; 


让 我 们 “扰动 ”By 这 一 项 , 以 使 得 | 六 | 不 为 0. + b, = b, Al 
IN| 2 (1- z)?(b 4 y —- 1). 
FEKAR 


|M|= (1—2)*(b+y—1)(9 —4z7y’x 十 14z2zy — 18x — 9b 
tz — 12y ~ 182 — 223 ay 一 12z27 + 8y?a? + 152? 
+24zy — 222? y 十 Ay? — 8zy7 + 8273? + 102? y 一 4234? 
223a — 22*y + zty? — 62? + 24 — 28zry + 2223? x? 
—4zy?a? + 3272? — 2ya'* + Qday 一 Az? ya? 十 24zz 
HBzy?r — BL + Yr + 152? — 22yz? — 6x? — 1222? 
+ldza?y — 2zyz? + 6by + 2zx? + 10yz? — Ay? 2? 
一 2z3bz — Bzbyz? — 8bz? zy 十 85272 + 822? — l4bry 
—4z?b?r — 2br* — 8l? z — 2Tzbr + 21bzr 十 14z287 一 8b?r 
4+22*by 十 15bz?y 一 8bz?y + 82b? z + 21bz — ldbzy 
十 452 — 21bz? + Px + 10bz? — 22*b — 2bzz? — Sbyz? 
+227b?2? + z482 + 10bz5 一 42727b 一 46723 
—Azb?z? + 15byz? + lAzbz? + 42727 by — 46725 
T2byr* — 2152? + lóbzzy). 


做 除法 之 后 令 b= 1 一 y 即 得 结 式 : 
4— 5(r-y-—2)4 5(zy + zz yz) + 2(a2+4 y? + 27) 


-zyz — 2x(y* + 2?) — 2y(x? + 2?) — 2(x? + y?) 
£y 十 了 222 yaQ. 


1 


$35 EP XPERT 


有 许多 方法 可 以 计算 两 个 单 变 元 多 项 式 的 结 式 , 我 们 在 第 2 
章 已 作 了 讨论 . 其 中 有 一 个 所 谓 友 阵 方法 , 它 在 多 变 元 情形 对 应 于 
一 个 有 价值 的 方法 , 就 是 所 谓 矩 泗 广 义 特征 值 方 法 , 本 节 对 此 作 一 
简要 介绍 ， 

设 Ao, At,..., An dé m x 了 ia 矩阵 ,和 是 一 未 定 元 , 我 们 称 形式 

L(A) = AoA” + A;jA" + + Ap. 


A n 次 矩阵 多 项 式 ， 当 入 在 基 域 K PRAN, 按 和 矩阵 运算 这 个 多 
项 式 显 然 是 - 个 矩阵 ， 当 Ao 为 单位 阵 时 , 相应 的 矩阵 多 项 式 称 作 
是 首 一 的 . 

让 我 们 考虑 Ao 为 可 道 阵 的 情形 ， 令 


IQ) = AȘ L(A), 


5 0 < 了 < 
A; = Ag As. < 人 


A LO) 是 首 一 多 项 式 , 这 个 多 项 式 作为 -- 个 方 阵 ,其 行列 式 是 如 
下 方 阵 的 特征 多 项 式 : 


0 Iun 0 Ue Q 

0 0 I EE 0 
C = LEE. 

Ay An.-1 Ay..2 ce? -- Ay 


其 中 0 和 La SHA m x m SEPA AE. 我 们 把 这 个 方 阵 称 
之 为 窍 阵 多 项 式 LO) 块 友 阵 . 换 句 话说 , 矩阵 多 项 式 的 行列 式 
恰好 是 其 块 友 阵 的 特征 多 项 式 . 

当 Ao 是 奇异 阵 时 , 考虑 矩阵 多 项 式 


CL() = PA - Q. 
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其 中 


Im 0 0 Ü 
0 m 0- 0 
P= : 7 " 
0 O0 0 0 
0 0 0 Ay 
0 I 0 EE 0 
0 0 Im tee 0 
Q= : : ; t A 
0 0 0 68 da 
— Án ~An-1i —An..2 <- Ad 
可 以 证 明 


det(Cr(AN) = det(L(3)). 


多 项 式 det(L(A)) 的 根 称 为 矩阵 对 (P,Q) 的 特征 值 ， 当 P 为 单位 
阵 时 , 矩阵 对 (P,Q) 的 特征 值 就 是 Q 的 特征 值 . 这 样 我 们 就 把 多 
项 式 det(L(A)) 求 根 问题 化 成 了 求 矩 阵 对 (P,Q) 的 特征 值 问 题 , 即 
线性 代数 理论 中 所 谓 矩 阵 广义 特征 值 问题 . 
当 Ay 奇异 而 A, 非 奇异 时 , 通常 的 做 法 是 作 变 换 A= BOM 
而 把 问题 归结 为 Ao 非 奇异 的 情形 . 
下 面 来 独 多 项 式 方程 组 求解 问题 如 何 能 够 化 作 和 矩阵 广义 特征 
值 问题 . 
ES 
Pi = Pil#1,22,..., Tk) = 9, 
PS: P2 = pi(zi,22,..., t4) = 0, 


用 结 式 方法 (如 迪克 各 结 式 , 麦 考 莱 结 式 等 ), 构造 (pl ,pz, … Pe) K 
于 变 元 (za te) 的 结 式 矩阵 ( 即 从 这 个 多 项 式 中 保留 1 而 消 
去 上 一 1 个 变 元 22,…, re) 一 般 来 说 , 构造 结 式 矩阵 并 不 是 件 困难 
的 事 , 所 以 这 一 步 是 不 成 问题 的 、 设 所 构造 的 结 式 矩 阵 为 M (x1), 


113 


显然 它 的 每 一 元 素 都 是 21 的 多 项 式 . 为 了 求解 原 方程 组 ， 关 键 
的 一 步 是 求 ci 的 多 项 式 det(M (x1)) 的 根 , 可 是 有 时 展开 这 个 行 
列 式 是 异常 困难 的 , 此 时 可 以 把 MM(z1) 写成 矩阵 多项式 : 


M(a1) = Aoz] + Aya? | e An. 


从 前 面 的 分 析 知 , BEAT AT ELTE fay te RB ERY (P,Q) 的 特征 值 
问题 . 
关于 特征 值 方法 的 近期 研究 , 可 参看 [17], (23). 


836 作 思 斯 坦 定理 


如 所 周知 , 代数 学 基本 定理 是 说 : 每 个 次 复 系数 多 项 式 
f(z) = aoz” + aya"! 十 mm 


{加 果 ao Z 0) 在 复数 域 中 有 且 仅 有 ?m 个 根 、 从 名 字 可 以 看 出 , 这 
个 定理 在 代数 学 中 曾 处 于 很 重要 的 位 置 . 它 在 多 个 变 元 情形 的 推 
广 , 一 般 认 为 是 贝 佐 定 理 : 次 数 分 别 是 ni, n2,…, ne PR kE 
元 多 项 式 组 
pi = D1(21 22 zh 
ps.: J P25 palz1, Zz,..., Xk), 


Pk = px(25, 22, a oS). 


在 复 射 影 空间 PC) PRA ninz Pr 个 公共 零点 (MESHES 
点 的 个 数 有 限 ); 这 是 代数 几何 学 的 开卷 定理 . 然而 ,在 一 般 情 况 下 ， 
人 们 更 关心 PS 在 仿 射 空间 AF (C) 中 有 多 少 个 公共 零点 . 由 于 实际 
遇 到 的 方程 组 具有 各 种 各 样 特殊 的 形状 , 各 个 方程 中 出 现 的 寡 积 并 
不 齐全 , 其 解 的 个 数 亦 不 尽 相 澡 , 我 们 希望 不 解 出 方程 组 而 仅仅 根 
据 它 的 一 些 简单 特征 来 估计 解 的 个 数 ; 伯 因 斯坦 (D.N.Bernstein) 
定理 四 给 出 了 这 个 数目 的 一 个 很 好 上 界 . 
先 引 入 几 个 概念 . 
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如 同 前 面 几 节 ， 我 们 用 e; 来 表示 mi. va, +++, zk AAR. -- 
个 多 项 式 f = flzlizra zk) 总 可 以 写 为 其 中 所 出 现 的 宪 积 的 线 
性 组 合 : 
f= x Ci 


人 


令 
S(f) = {(i1, 50100) F OF, 
称 之 为 多 项 式 了 的 支撑 集 . 用 R* 表示 上 * 维 实 向 量 空间 .在 几何 
上 S(f) 表示 R* 中 的 一 个 格 点 集 ， 显 然 , 5S( 有 C Z*. S(f) E R" 
中 的 西 包 叫 做 多 项 式 f 的 牛顿 (LNewton) £ BIE, 记 为 N(G). 
YR SRY WHE, 总 是 意味 着 它 是 R* 中 有 限 点 集 的 
ha. 设 P, 9 是 R* 中 的 两 个 多 胞 形 , i 


P+Q={ptal pe P. aeQ), 


我 们 称 其 为 多 胞 形 己 和 咏 的 闵可夫 斯 基 (H.Minkowski) m. 设 
AER, id 

AP = {Mp| p € P). 
用 Vol(P) 表示 多 胞 形 PGE R* rp) 的 体积 . 对 于 R* 中 任何 大 个 
ZRE PP, MU Py, 表达 式 


Vol(A, Pi + AP Tec Ak FX) (36.1) 


是 关于 M. Aa, An 的 一 个 大 次 齐 次 多 项 式 . 

在 多 项 式 (36.1) P, HB Xixz - An 的 系数 叫做 多 胞 形 Pi, 
已 ,…, Py 的 RAR, A Vol( P1, Pz- PX). 

更 明显 地 , 我 们 有 


k 
1 d 
Vol( Pi, P2,- --, Pe) = m [一 1 > Vol(B4 +--+ + P3). 
t g=1 1Siy <i Sig ck 


现在 我 们 来 给 出 伯 恩 斯 坦 定理 (表达 与 其 原形 式 略 有 不 同 ): 


]15 


定理 1 kk ELETA pi, pns pk 在 仿 射 空间 AC) 
中 公共 无 挠 零点 的 个 数 不 超 过 它们 的 牛顿 多 胞 形 的 混合 积 
Vol(N (p1), N(p2), TUS N(px)). 


8 37 多 元 结 式 的 一 些 性 质 


本 节 介 绍 有 关 和 多 变 元 结 式 的 一 些 重 要 关系 和 结论 . 我 们 把 $12 
的 方法 推广 到 多 个 变 元 的 铺 形 , 推导 过 程 蚌 完 全 相仿 的 . 

考虑 构造 有 序 组 (及,…, fk; T1,… ,zk) 的 麦 考 莱 商 的 过 程 . 

沿用 812 的 有 关 记 号 ， 记 


n - ning ka, M ur 
线性 方程 组 (A = fr): 
en X 0 
€n-1 Xo fo 0 
M(2) * : = : x : 3 
el Xxk(fx — X) 0 
其 中 
er °" € el 
me 
M(A) = Xa fo 
| Yi - 3) 
这 个 方程 组 由 i 个 方程 组 成 , 它 的 前 ! 一 ?个 方程 仅 对 于 方程 组 
{fi =9, E fr-1 = 0} 


(不 妨 令 ve = 1) HRA n 组 解 o4, a2, ..., On 成 立 RENEE 
理 , BG n 组 解 ), an 个 方程 是 恒等式 、 因 此 , 这 个 
线性 方程 组 当 和 且 仅 当 (71,742) 为 方程 组 

{fi =0，……, fr-!1=0} 
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的 解 时 有 和 解 ; 并且 由 于 有 e = ry = 1, 这 些 解 自然 都 是 非 平凡 解 ， 
这 意味 着 其 系数 矩阵 MO) 是 奇异 阵 , 即 MA) 的 行列 式 (展开 为 
A 的 多 项 式 ) 等 于 0: 


det(M(A)) = ep" + jai Hee + en = 0. 
这 就 是 说 , det(M ()) FAA 的 rn KBR, 它 的 n 个 根 为 
fila), fx(a2), ttt felan). 

RAVES DUX f; "B c, 二 0 而 得 到 的 关于 变 元 zt, zh-1 
的 齐 次 多 项 式 记 作 fii = lee i ,k ES 1). 

容易 知道 , 在 det(M) 的 上 述 展 开 式 中 ， 

€, =|M|, co = (—1)"|N|(res(fi,---: fea))*- 

由 根 与 系数 的 关系 , 得 : 


[ie = i72 


i co 
这 样 , 就 得 到 一 个 重要 关系 (证 明细 节 参 见 [18]): 
res(fi,---, fx) = (resi s Ae) J Dato). (37.1) 
i-1 


WA 是 一 个 参 变 元 , Ac S9 是 关于 变 元 mc 的 
多 项 式 ， 结 式 res(f1,---, fig +A) BRAY fis: fk 与 g 的 入 结 式 . 
它 是 关于 和 的 一 个 多 项 式 ， 我 们 有 : 


定理 1 记号 如 上 . 如果 res(A,---, f1) 40, 那么 在 方程 组 
{fi = 0,…, f. = 0) 的 所 有 解 中 恰好 有 下 个 使 得 g — 0 的 充 槛 条 
件 是 结 式 res( 万 ,…… ,fk,9 十 入 ) 关于 入 的 最 低 次 数 为 无. 
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第 5 章 


机 器 证 明 的 例证 法 


计算 机 可 以 帮助 人 们 进行 推理 和 计算 , 这 是 一 个 明显 的 事实 . 
同时 , 这 也 是 一 个 强 有 力 的 思想 , 人 们 需要 面向 计算 机 来 重新 考察 
数学 的 各 个 方面 . 在 这 一 广阔 的 背景 里 , 涌现 出 了 很 多 令 人 惊奇 的 
事物 . 

这 哇 介 绍 一 个 具有 深刻 哲学 意味 的 发 展 : 定理 机 器 证 明 的 数 
值 方 法 . 它 可 以 看 作 是 本 书 前 面 儿 章 所 发 展 的 非 线性 代数 方程 组 
理论 的 一 个 应 用 和 补充 . 


838 ok 述 


读者 不 妨 随 意 在 纸 上 画 一 个 三 角形 , 并 画 这 个 三 角形 的 三 条 
角 平 分 线 , 如 果 你 作 图 足够 精确 , 就 会 看 到 这 三 条 角 平 分 线 相 交 于 
一 点 ， 这 时 你 可 以 猜测 这 样 一 个 结论 : 对 于 任意 三 角形 , 其 三 条 角 
平分 线 相交 于 一 点 .多 试 几 次 可 以 增强 你 的 信心 .这 种 通过 举例 
子 做 实验 来 发 现 数学 定理 和 科学 事实 的 方法 , 即 是 经 验 归 纳 法 : 从 
个 别 到 一 般 , 从 具体 到 抽象 . 正 是 人 类 认识 自然 的 基本 方式 之 一 . 

但 是 发 现 归 发 现 , 证 明 却 似乎 是 另 一 码 事 ， 从 中 学 时 代 起 , 我 
们 就 开始 接受 传统 的 观念 :“ 举 例子 做 实验 完全 不 算是 证 销 ”. 发 现 
和 证 明 的 这 种 矛盾 在 人 们 心中 凝 成 了 一 个 千 上 古迹 结 . EIE AUR) 
(J.S. Mill) 对 此 深 感 困惑 , 他 问 :“ 为 什么 在 有 些 场合 , 单个 实例 
对 完全 归纳 法 是 足够 的 , 而 在 别 的 场合 , 大 量 并 发 的 实例 (已 知 或 
推测 没有 和 任何 单一 的 例外 ) 在 确定 一 个 全 称 命 是 方面 却 进展 不 大 
昵 ? ”在 科学 研究 中 获得 如 此 巨大 成 功 的 经 验 归纳 法 , 究竟 是 建立 
在 怎样 的 哲学 基础 之 上 的 ? 
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一 个 漂亮 的 回答 来 自 机 器 证 明 领域 . Bb RT E b, 对 于 一 类 
平面 几何 的 定理 , 只 要 按照 一 个 简单 的 规则 去 举例 子 , 并 且 对 这 个 
具体 的 数值 例子 的 计算 (或 作 图 ) 到 一 定 的 精确 程度 , 就 完全 可 以 
用 来 精确 地 判定 一 个 一 般 的 几何 命题 ， 这 就 是 著名 的 例证 法 . P 
证 法 的 原理 适用 于 更 广阔 的 范围 , 只 是 洪 加 威 所 设想 的 算法 其 复 
杂 度 太 高 , 迄今 未 能 在 计算 机 上 有 效 地 实现 . 

随后 出 现 了 所 谓 数值 并 行 法 5540,89. 它 在 形式 上 更 为 接近 
归纳 法 , 其 基本 含义 是 : 具有 某 种 一 般 性 的 大 量 实例 可 以 证 明 一 个 
一 般 的 几何 命题 . 其 思想 是 : 用 数值 计算 代替 符号 计算 以 减少 内 
存 消耗 : 用 并 行 处 理 取 代 串 行 处 理 以 缩短 运行 时 间 ， 这 是 第 一 个 
具有 实践 意义 的 数值 方法 , 据 此 所 编制 的 “L 类 几何 定理 证 明 器 ” 
44] 已 经 受 了 实践 的 检验 , 可 以 在 很 短 的 时 间 内 证 明 颇 不 平凡 的 定 
EB. 作者 还 用 它 来 检验 人 们 提出 的 某 些 猜测 , 从 而 发 现 了 若干 有 趣 
的 新 定理 . 

大 家 知道 , 过 去 已 有 的 柯林斯 (G.E.Collins) MH AR + 
(CAD) 算法 是 一 种 用 来 验证 不 等 式 的 例证 法 ， 对 此 本 章 将 不 作 详 
细 介 绍 , 因为 该 算法 的 绝 大 部 分 工作 量 属于 符号 代数 计算 , 而 本 章 
主题 是 例证 法 中 的 数值 方法 . 

近来 又 发 展 出 一 种 效率 较 高 ,实际 适用 性 很 广 的 数值 方法 , 叫 
做 单 例 实 验 法 ,23 它 第 一 次 表明 在 一 定 意义 下 不 准确 的 浮 点 运算 
可 以 用 来 作 严格 的 推理 , 具有 实验 的 性 质 , 真正 全 面 地 实现 了 例证 
法 的 美妙 设想 . 

数值 方法 的 这 些 发 展 , 从 一 个 方面 向 人 们 让 示 了 经 验 妇 纳 法 
的 哲学 基础 : 面 对 一 类 自然 现象 , 当 所 期 待 的 规律 具有 一 定 的 数学 
形式 时 , 适当 数量 和 适当 精确 度 的 实验 足以 确立 之 ; 更 多 的 数量 和 
更 高 的 精确 度 有 利于 确定 更 精细 的 规律 . 

本 章 介 绍 以 上 三 种 方法 的 基本 原理 以 及 后 两 者 的 具体 实现 . 
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839 起 点 


一 个 极为 简单 的 事实 , 等 式 
(z+1)(z—1)= 2?-1 (39.1) 


是 一 个 恒等式 ， 只 需 把 左 端 展 开 , 合并 , 便 可 证 明 . 

但 也 可 以 用 数值 实验 的 方法 证 明 . Hk x = 0, 两 端 都 是 —1; HX 
z= 1, 两 端 都 是 0; 取 z = 2, 两 端 都 是 3. 这 就 证 明了 (39.1) 是 恒 
FA 

道理 很 简单 , 如 果 它 不 是 恒等式 , 就 是 一 个 不 高 于 二 次 的 一 元 
代数 方程 ,这 种 方程 至 多 有 两 个 根 . 现在 已 有 zx = 0,1,2 这 三 个 根 
T, 那 表明 它 不 是 方程 而 是 恒等式 . 

推广 到 高 次 , 便 是 

WMA 设 f(x) Moc) 都 是 不 超过 7 次 的 多 项 式 ， 如 果 有 
n 十 1 个 不 同 的 数 ao. a1,…, an, 使 得 f(g) = glar) (k= 0,1,.…,n), 
则 等 式 

f(z} = g(z) (39.2) 

是 恒等式 . 

通俗 地 说 : 要 河 一 个 给 定 的 不 高 于 n 次 的 一 元 代数 等 式 是 不 
是 恒等式 , 只 要 分 别 用 ?+1 个 数 信 代替 变 元 检验 , 即 可 得 出 结论 . 

MAE, 举 足 够 多 竟 数 值 例子 可 以 证 明 一 元 代数 恒等式 , 其 基 
本 依据 是 nn 次 代数 方程 至 多 有 nH. 

现在 换 一 个 角度 来 看 等 式 (39.1). 如 果 有 人 说 , 只 要 取 一 个 较 
大 的 z RA, 比如 z=6, 就 足以 证 明 它 是 恒等式 ! 这 能 行 吗 ? 

初 看 似乎 令 人 吃惊 , 细 想 也 就 不 怪 了 ， 在 (39.1) 式 中 , 左 端 展 
开 后 最 多 4 项 , 每 项 系数 的 绝对 值 至 多 为 1. 整理 , 合并 之 后 , 系数 
的 绝对 值 是 不 大 于 5 的 正 整数 或 0. 如 果 (39.1) 不 是 恒等式 , 把 它 
整理 之 后 , 应 当 是 一 个 方程 , 即 


az? + br +e=0. (39.3) 
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这 里 abc 不 全 为 0, 都 是 绝对 值 不 大 于 5 HBR WER c= 6 
时 , 有 
ax6?+6x6+c=0, (39.4) 
WAAa=b=c=0. 
#a=0, H 6b+c =0 f$ blè = |c, 4b — O RI e — 0. 4 
b #0 时 得 |c| = 6|b| > 6, 这 与 |c| < 5 矛盾 ， 
# a 40, H 362 + 6b + c - 0 (8 36|a| < 6[b| + lel, B] 


36|a| < 6|b| + |e] < 35. (39.5) 


仍然 矛盾 . 

这 证 明了 (39.1) ASR. 

这 种 办 法 也 可 以 推广 到 高 次 . 更 具体 地 有 : 

命题 日 设 f(x) 和 g(z) WETE n 次 的 多 项 式 ， MRM 
iB f(x) — ofa) 的 标准 展开 式 中 系数 绝对 值 最 大 者 不 大 于 L, ES 
系数 绝对 值 最 小 者 不 小 于 S(> 0). 设 


=p 之 +2 
则 
S < |f(£)| - g(&) < Sp". (38.6) 
证 明 设 
f(z)-g(z)- coz 十 ciz^ 十 十 Ck， (39.7) 


以 下 设 1<k<n. 这 时 


[f(#)| ~ 9(@)| > lez^|— |g"! + ega*-? + --- + el 
> Sp*— Lip t+ ph? +--+ pt 1) 
Sp* L 

> £i-1-£0- 4) 

之 


S(p-1- i£)? S. 
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另 一 方面 , 显然 有 | (2)|  a(2)) < LE > Sp. 

不 等 式 (39.6) 表明 , 对 [2| > 442, ê 不 可 能 是 方程 f(z) — 
g(x) = 0 的 根 . 如 果 计 算 表 明 居 然 有 f($) = o(£), BERTISEE fle) = 
gx) 是 恒等式 (至 于 不 等 式 (39.6) 的 右 端 , 后 面 将 用 到 ). 

通俗 地 说 , 举 一 个 足够 复杂 的 数值 例子 , 即 可 证 明 一 个 代数 
恒等式 .其 基本 依据 是 : 代数 方程 的 根 的 绝对 值 , 不 超过 其 绝对 什 
最 大 的 系数 与 最 高 次 项 系数 绝对 值 之 比 加 1( 在 命题 B 中 , 采用 了 
略 强 的 条 件 , 是 为 了 得 到 (39.6) 中 确定 的 让 的 下 界 , 这 在 后 面 将 用 
到 ). 

另 一 个 特别 有 用 的 尝试 是 取 z = 2. 如 果 它 使 得 多 项 式 


{z 十 itz 一 1) 一 z2 十 1 


取 值 为 0, 则 可 以 断定 该 多 项 式 是 零 多 项 式 ， 原 因 是 多 项 式 zs 一 2 
在 有 理 数 域 上 是 不 可 约 的 , 所 以 它 的 根 Q2 不 可 能 是 一 个 次 数 低 
于 3 的 非 零 整 系数 多 项 式 的 根 . 

这 种 方法 的 高 次 推广 是 : 

$E C R f(z) 和 g(x) 都 是 不 超过 mn 次 的 多 项 式 ， 取 p 为 
任 一 素数 , 如 果 f (ps1) = g(p c). 则 等 式 


F(x) = g(x) (39.8) 
是 恒等式 . 


940 # F 


从 前 面 所 说 的 命题 A, 命题 B 及 命题 C 起 步 , 发 展 到 几何 定 
理 机 器 证 明 的 并 行 法 , 例证 法 以 及 单 例 实验 法 , 需要 更 进一步 的 工 
作 . 

首先 要 做 的 是 从 一 元 推广 到 多 元 . 

命题 A 的 推广 是 : 
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定理 A 设 Flziza az) 是 zz yz 的 多 项 式 , E 
关于 xz; 的 次 数 不 大 于 mi 对 应 于 了 = 1.2,… .此 , 取 数 组 unis = 
0,1,… ,nr), 使 得 当 si E s2 时 , 有 unu. X urs 如果 对 任 一 组 
(8s1,82,…… ,Sk), 其 中 0 < s; X ni 有 


fui uxo) = 0, (40.1? 


则 ficit oa) 是 恒 为 0 的 多 项 式 . 
证 明 对 大 作 数 学 归纳 . 当天 三 1 时 即 $39 中 的 命题 A. 
设 要 证 的 命题 对 大 = BA, GEM k= 7 4+1 也 真 . 这 时 把 


flay, 22,7:-.m441) 写成 


coz" rez" c6. (40.2) 


这 里 > = 2541, 2 = nyi: WT ce = clr oa) 是 关于 a KAA 
AT nt 的 多 项 式 ，t = 1,2,.…,j. 
取证 fi = Uj a; (i — 1,535 Ü < Si < ni), 则 Shes) 
是 xz PKA n HERA. HF ch nn 十 1 个 不 同 的 值 
Ujel Uj h sgt ln 总 有 f, Su Pj, jai) =0,t= Ô, 1, cosy the 
由 命题 A 可 知 fin o 2), 7) 是 零 多 项 式 , 这 表明 ci(41,---,2;) = 
ü. 又 因为 ĉi 可 以 是 Ui Os Uih: sy Uing 中 的 任何 一 个 ， 由 归纳 前 提 
可 知 cifzl ,Zi) 是 零 多 项 式 ， 由 数学 归纳 法 , 命题 得 证 . 
为 了 便于 理解 , BAR R= 2 的 特例 ， 要 证 明 等 式 
(x +y)(e~y) = 2? ~ y? 
是 值 等 式 注意 到 它 关 于 2, y 的 次 数 都 不 大 于 2, 故 可 取 z = 0,1,2 
TU y = 0,1,2, 分 别 组 成 变 元 (m, y) 的 9 组 值 
(0, 0), (0, 1), (0, 2), {1,0}, (1,4), (i, 2), (2,0), (2, 1), (2,2). 
代入 验算 即 可 . 
一 般 说 来 , 在 定理 A 的 条 件 下 , 需要 验算 的 变 元 数值 共有 
fn 十 1){nz 9-1): (nc +1) 组 . 
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命题 B 的 多 元 推广 是 : 
XX B 设 f(xy, 22,---, 2) 是 zl zz 的 多 项 式 , CK 
F r 的 次 数 不 大 于 noli ck. 又 设 在 它 的 标准 展开 式 中 系数 
绝对 值 最 大 者 不 大 于 L 非 零 系数 绝对 值 最 小 者 不 小 于 S > 0. 如 
果 变 元 的 一 组 值 $1,22,--- ,Ex 满足 
là =p > $ +2, 
[£2] = pa > pr! *! +2, 


lés| = ps > py? *? + 2, 


lx = pr > rR +2, 
则 有 
f($1,85,---, 4) 2820. 
WEB] 对 大作 数学 归纳 .当天 = 工时 即 命题 B. 设 要 证 的 命题 
对 下 一 1 ex, ftuET x k 也 真 . id g(%2,°--, Ek) = f(£1,22,: 7: 2X), 
Wi g A om2.c-.k iX k— 1 个 变 元 移 多 项 式 , 它 的 系数 具有 形式 


c($1) = oft ai] te ten. (0€ nm) 


这 些 多 项 式 c{z) 不 都 是 零 多 项 式 , 系数 ci DOZEN E RACE EE 
L, 非 截 者 绝对 值 最 小 不 小 于 S. 由 命题 B 可知, 当 ex) dE 0 多 项 
式 时 
S < e(ĉ1) < Spp! = L. 
qm EA EE = pz > PT 4«2-£-2. 由 归纳 前 提 可 知 
Ig( 22, . >, 24) = | f(#1,%2,--+ 3) 2 S. 

证 毕 . 

FAH, 命题 C 也 可 以 推广 到 多 元 . 

定理 C 没 frzizz ,Zh) B21, 2X2;…… zk 的 多 项 式 , CHK 
于 zi 的 次 数 不 大 于 ni. 又 pi, pass, Pe 是 天 个 互 不 相同 的 素数 ， 


ma 十 1 ‘Crea + + } 
f(r," Bp EE ai : )= 0, 
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KJ f(z1,22,… ,Zk) 是 恒 为 0 KERA. 

这 个 定理 的 证 明 请 参 匈 [51]. 

还 有 很 多 别 的 数值 方法 来 判定 多 项 式 是 否 重 等 , 但 是 真正 有 
实际 意义 的 并 不 多 ， 尽管 定理 B 在 实际 运用 中 尚未 取得 效果 , 但 
考虑 到 其 历史 价值 , 本 书 在 介绍 其 他 两 种 方法 的 同时 也 对 之 作 了 
简单 介绍 . 


8 41 几何 命题 的 代数 化 


到 现在 为 止 , 我 们 只 说 明了 通过 验算 一 -个 或 一 些 例子 可 以 检 
验 一 个 代数 等 式 是 不 是 和 恒等式, 这 和 大 家 感 兴趣 的 几何 定理 的 机 
器 证 明 仍 有 相当 大 的 差距 ? 

如 所 周知 , 通常 初等 几何 中 的 命题 , 如 果 在 前 提 和 结论 中 不 闪 
涉 不 等 式 , 总 可 以 用 举 标 法 化 成 这 样 的 问题 ; 已 知 有 一 些 代 数 等 式 ， 
求证 某 一 个 代数 等 式 成 立 ， 当 然 这 样 的 问题 并 不 局 限于 初等 几何 
命题 ， 而 代数 化 的 方法 也 是 多 种 多 禅 的. 我 们 先 以 熟知 的 西 摩 格 
(R.Simson) 定理 为 例 , 来 说 明 如 何 用 学 标 法 把 一 个 几何 命题 化 为 
一 个 代数 命题 . 

西 摩 松 定理 在 A4BC 的 外 接 圆 上任 取 一 点 D, BH DA 
BC,CA,AB 93 2x. BAMKA E,F,G, WW E,F,G 三 点 在 一 直 
线 上 . 

这 个 定理 涉及 了 个 点 : A,B,C, D,E, F,G. 设 它们 的 第 卡尔 
坐标 依次 为 : 

A(21, y1); Blr2, 2), Clr3,y3), D(z4, y4), E(T5, ys), F (Te, y6), G(T7, y7). 


为 了 减少 变 元 , 不妨 取 A4BC 的 外 接 圆 殴 心 为 床 点 , VE BIDS IR OU 
1, Jl aT D = (1,0); i i E Æ BC 上 等 已 知 条 件 , 可 得 : 


fg = pzy + (1 — u)i, ye = pys + (1 — n. (41.1) 


| 25 = Àz + {1 — Alma, ys = Àyas + (1 —A)ys, 
z7 = pti + (pra, yr = pyi + (1 — eo. 
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这 样 就 可 以 用 A Ap 三 个 参量 代替 os, te, 27, Ys. Ye, Yr 这 六 个 变 
f. 这 时 , 9 个 变量 ELERES YLYD YAHP 应 满足 6 个 等 式 : 


p. zi t3 E 1, 
Po = 25 +y- 1, 
ps = 23+y3-1, 
Py = (1 — Axe — (1 — A)ag)(e2 ~ 3) — [Aye + (1 — A)ys (ye — Y3), 
pi = (1 — pes — (1 — u)zi)zs — x1) — (ys + (1 — ajy ys- 3). 
py = (1 — pry ~ (1 — pr2)(r1 ~ T2) — (py + (1 ~ py2) ly — Y2)- 


It Il 


这 里 p, 表示 4 在 单位 图 上 , pj 表示 DE 上 BC 等 等 . 要 证 的 结论 
是 E,F,G RAR, 即 


g = (zs — ze)(ys — yr) — (2s — 7){ys — ye). 
利用 pi pa. ps 可 把 pipi po FEA: 


pa = (2A — 1)(zaz3 + yays — 1) + (72 — 23) = 0, 
Ps = (2u — Drs + gayi — 1) + (23 ~ £1) = 8, 
pe = (2p — 1)(ziz2 + mye — 1) + (z1 — 22) = 0. 
而 在 结论 9 中 , 则 可 利用 (41.1) 消去 z5,ys,…. 整理 之 , 可 得 : 


g= (p Ày t up -A— p- p 1) 
(zi(ya — ya) + t2(ys — 41)  zs(91 — y2)) = 0. 


RE g 是 一 个 含有 9 个 变 元 的 多 项 式 . 但 它 的 9 个 变 元 之 间 有 D. 
P2, P3, Pa, Ps, Do 这 6 个 方程 联系 着 , 所 以 不 能 用 840 所 说 的 验算 
一 个 或 若干 个 例子 的 方法 判定 它 是 不 是 恒 为 0. 一 般 说 来 , 利用 这 
6 个 方程 可 以 从 g 中 消去 6 个 变 元 , WE 3 +B ww. WIL 
上 看 , 不 妨 取 z1,z2,z3 为 自由 变 元 ， 如 果 能 够 消去 另外 6 个 非 自 
由 变 元 而 得 到 一 个 仅 含 Xz1,x2,z3 的 多 项 式 (1,723,273), 就 可 以 从 
P(x 25,23) 用 21,22,25 的 数值 来 检验 了 . 
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942 档 造 性 几何 命题 


几何 命题 的 代数 化 是 不 是 真 的 像 初 看 上 去 那样 显得 繁 瑛 而 困 
EE? 不 是 的 ! 事实 上 , 对 于 相当 大 一 类 初等 几何 命题 , 其 代数 表 
泵 可 以 取 非 常 简单 的 形式 ， 这 类 几何 命题 叫做 (等 式 型 ) 构造 性 几 
何 命 左 ， 其 中 出 现 的 点 是 由 少数 几 条 构造 规则 (比如 尺 规 作 图 规 
WM) 一 个 点 一 个 点 地 作出 来 的 。 $41 中 所 述 西 摩 松 定理 就 是 这 样 
的 一 个 例子 ， 本 书 主要 讨论 这 类 命题 (虽然 原理 并 不 局 限于 此 ). 

我 们 先 考 虚 由 下 面 三 部 分 组 成 的 初等 平面 几何 命题 : 


1, BRA HA. 
Select(P,, P», ---, Ps}, TEE dH] ERR S 个 点 : P, Po, e, Ps. 


2. 作 交 点 ， 


e. P =Pointl(P), Po, P, P4), FAR PP 与 直线 PaPa 的 

e P', P! Point2( P, Pp, Ps, P1), WER PPS SB CCP, 
P4) 的 交点 , 此 处 C(Ps, Pa) 表示 以 成 为 圆心 而 通过 P. 

| BS. 

e. P’, P"—Point3( P, P», Ps, P4), fE B] C(Pi, P») SE CCP, 
P4) 的 交点 . 


3. 结论 ， 
一 个 形 如 P = P" 的 结论 , 此 处 P 和 P" 是 由 上 面 两 部 分 定 
义 的 两 个 点 . 


以 上 描述 了 用 直 扩 和 国 规 所 能 构造 的 所 有 等 式 型 几何 命题 . 
当然 , 为 了 实际 构图 的 方便 , 可 以 选取 更 多 的 复合 作 图 语句 (比如 
在 “ 单 例 实验 法 ”的 软件 中 设计 有 31 条 作 图 语句 ). 

下 面 是 一 个 范例 ， 
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(Pa HERS SER): 


circle(O) (以 O ABO HB); 
circularpoint(D, A, B,C) (在 加 上 取 点 A, B, C, Dy 
foot(D, B, C, E) (x D E BC HER, HAA E) 
foot(D, C, A, F) (X DCAM ZR, BEA P) 
foot(D, A, B, G) Gt D fF AB WER, HEA GC); 
collinear( E, F, G) (结论 是 ,FG 在 一 直线 上 ). 


对 于 构造 性 几何 命题 来 说 , 其 假设 部 分 的 代数 表示 容易 化 为 
一 个 三 角 型 方程 组 (这 正 对 应 于 代数 上 的 构造 形式 ): 


万 (ai Ur; 21) = 0, 
TS: fa(us,- 7 ,u,;21, 23) = 0, 


( 且 左 边 约 多 项 式 列 组 成 一 正常 升 列 ), 其 中 uisu 对 应 于 自由 
变 元 , 它们 完全 确定 了 了 几何 构 形 ; 而 结论 部 分 则 对 应 于 一 个 (或 数 
^) 多 项 式 方程 : 
g(uj, Mr; El, m.) =0. 

ZR MN = fh 28 7 AP, 如 果 每 个 fli 关于 其 主 变 元 e; 的 

次 数 都 是 1, Bp 
fi = ay(14, Tes Us ay -— by (21, . tr), 
fi = a; (ur, + Ue Dye Wee) Be — Bitty, -- Wry Eita mici) 

(i = 2,:++, 9), 那么 这 个 子 类 叫做 “ 工 26" (^£& E28"). 在 初等 平面 
几何 中 , 绝 大 多 数 常 见 合 题 都 可 以 叙述 为 * L 类 ”命题 、 在 尺 规 作 
图 类 所 对 应 的 三 角 型 方程 组 中 , 每 个 filur suem cocos m) 关于 
其 主 变 元 zi 的 次 数 是 2 或 1. 

L 类 构造 性 几何 命题 可 以 用 几何 的 方式 来 描述 : 


128 


1, 选取 自 册 点 . 
Select(P,, Pz,- aA Pih ik mi EHER s TA: Pi, Pay: . i 


2. 作 交 点 . 


e P. —Pointl(P,, Po, Ps, Ps), KAR PiP 与 直线 PSP, 的 

e P =Point2(P,, Pa, Pa, P), 已 知 直线 PP SB CU, 
Py) 的 一 个 交点 , 作 另 一 个 交点 P, 此 处 CUP Pa) 表 
mY Ps 为 圆心 而 通过 Pa 的 圆 . 

e. P—Point3(P,, Pz, Ps, Ps}, CAIA C(P1, Po) 与 圆 COPS, 
P4) 的 一 个 交点 , 作 另 一 个 交点 P. 


3. Hit. 
一 个 形 如 已 = P" fiie "^, 此 处 P' 和 P" 是 由 上 面 两 部 
分 定义 的 两 个 点 . 


与 前 述 尺 规 和 构图 类 一 样 的 , 为 了 实际 构图 的 方便 [ 乓 , 可 以 选 
取 更 多 的 复合 作 图 语 旬 (比如 在 “ 工 类 几何 定理 证 明 器 [4 软件 
中 设计 有 27 条 作 图 语句). 


8 43 实例 的 选取 和 检验 


现在 考虑 构造 性 几何 命题 ， 一 个 几何 命题 对 应 于 一 个 代数 命 
题 ， 
已 知 有 三 角 型 方程 组 ( 设 系 数 都 是 整数 ) 


Filur, trj C1)} == 0, 
TS: folur, 70,524, 22) = 9, 


falur,’ Ur} 21, Eg, t, Ls) =0 
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(左边 的 多 项 式 列 组 成 一 正常 升 列 ), 试问 , 在 TSR FT AEG ci， 
za) 的 所 有 解 中 , 有 多 少 个 使 得 多 项 式 方程 


G: guis uem, n.) 0 


成 立 ? 
依照 819 所 给 出 的 相关 性 判 准 , RS TA: 在 多 项 式 


$= res(g + A fay ees fr) € Z[ti, ,Ly À] 


"p. A 的 最 低 次 数 是 多 少 ? 

这 样 , 我 们 就 可 以 利用 839 的 定理 A 和 定理 C, 通过 验算 一 
个 或 多 个 实例 , 来 判定 9 PAA 和 的 最 低 次 数 ， 根据 定理 A 和 定 
EC, 现在 就 只 需要 分 别 确定 S 关于 u, 4 的 次 数 的 -一个 上 
RY. AP OO 是 递归 地 定义 的 . 所 以 这 一 步 很 容易 做 到 ， 

以 下 总 设 SKF u,n ur 的 次 数 分 别 不 超过 11, ，……， nr 

几何 命题 的 一 个 实例, 指 的 是 它 的 r 个 自由 变 元 scs Ur 
取 一 -组 确定 的 数值 , 然后 就 这 个 具体 的 几何 构 形 来 陈述 该 几何 命 
题 . 常常 要 求 这 组 数值 是 实数 , 以 使 其 确实 对 应 于 一 个 真实 的 几何 
构图 . 比如 , 给 定 一 个 三 角形 AABC, 它 的 三 个 顶点 的 坐标 分 别 为 
A(0,0), B(4,0), C(2, 3). 就 这 个 三 角形 而 言 , 它 的 三 条 中 线 交 于 一 
点 ; 这 个 事实 就 是 中 线 定理 “二 角形 三 条 中 线 交 于 一 点 "的 一 个 实 
例 . 

我 们 说 一 个 实例 是 一 般 性 的 , 如 果 仅 仅 通过 对 它 的 检验 即 可 
判定 对 应 几何 命题 是 否 正确 - 

给 定 了 一 个 数值 实例 , 数值 检验 的 办 法 是 : 把 这 组 数值 代入 
TS. 然后 逐个 地 解 出 变 元 zi, …， ns 再 把 它们 代入 待 检验 的 方程 
G rp, 从 而 看 它 是 不 是 成 立 ， 如 果 是 工 类 几何 命题 , 那么 所 对 应 的 
三 角 型 方程 组 只 有 一 组 解 , 这 对 所 要 进行 的 判定 和 验算 就 要 简单 
f. 

在 确定 需要 检验 的 实例 之 后 , 接 下 来 要 做 的 就 是 对 例子 的 实际 
检验 . 如 果 这 个 检验 过 程 只 进行 整数 运算 而 不 涉及 浮 点 计算 (对 于 
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工 类 几何 命题 来 说 这 显然 是 可 以 办 到 的 “ 工 X JLI xg BB ur 85 a "4X 
件 正 是 据 此 市 编 制 的 ), 那么 这 个 过 程 是 毫 无 疑义 的 ， 可 是, 当 检 验 
中 牵涉 有 浮 点 计算 时 , RSP EUR XE, 如 何 推断 最 终 算出 的 近似 结 
果 是 逻辑 上 绝对 的 0 呢 ? 就 是 说 , 如 果 最 后 的 等 式 判 渐 语 名 中 ， 等 
号 两 边 之 差 非常 接近 于 0, 那么 我 们 怎么 判别 这 个 论断 是 否 正 确 ”? 
答案 还 是 要 从 相关 性 判 准 得 出 . 

对 于 一 个 具体 的 实例 , 如 果 所 有 的 自由 变 元 都 取 整 数值 . 那么 
多 项 式 

$ —res(g +, fF, fi) € Zur +, tr, A] 
就 是 一 个 关于 的 入 的 整 系数 多 项 式 , 现在 需要 判定 其 中 A 出 现 的 
最 低 次 数 . 为 简明 起 见 , 让 我 们 考虑 到 的 常数 项 , 即 当 uis ar 
取 整 数值 时 判定 
6 = res(g. fa fi) € Zhao sul 


BGA 0. 如 果 6 0,98 fF > 1. 
我 们 可 以 换个 角度 来 看 这 个 事实 , 由 816 (16.1) AA 


$ = hog + hifi + hafa +e + hafa, 
此 时 fi = 0. fe =0,':-, fs = 0, 所 以 有 |^og| = | 下 21, Bil 


1 
2. 
lg] 2 re 


这 就 是 说 , 如 果 结 论 多 项 式 不 等 于 0, 则 它 的 值 就 不 会 太 小 ; 在 0 
与 非 0 之 间 有 一 个 “裂缝 ”. 
如 果 所 取 的 实例 , 其 自由 变 元 的 取 值 不 是 整数 而 是 一 些 代数 
数 , 比如 在 单 例 实验 法 中 自由 变 元 的 取信 为 


1/(ni1) l/(na-1) : l/(neT1) 
1 EH P2 y Ut E 


u =p > Up = Pr 


其 中 pi1,p2,…,pr 是 互 不 相同 的 素数 ， 这 时 不 能 直接 利用 上 面 有 
OE AER. 考虑 三 角形 方程 组 


nil mE nzdl = n.i 
up — pı =Ü, tn? — po = 0, Ut, V. 


uz = 


— p, =0. 
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与 多 项 式 方程 $= 下 ui;u2, ar) 一 0 的 关系 ;把 这 些 pi, po, pr 
看 作 自 由 变 元 , 且 它 们 各 自 的 取 值 就 是 自身 {显然 是 整数 值 ), 就 又 
入 到 了 土 面 所 论 情 形 , 有 关 “ 发 颖 ?的 分 析 因 而 得 以 保持 . 

所 谓 几 何 定理 机 器 证 明 的 数值 并 行 法 是 指 , 对 于 给 定 的 几何 
命题 , 由 计算 机 自动 地 确定 相应 的 mi, sons, 并 找到 满足 定理 A 
à n= (ny +1) x (mgt 1) x x (net 1) 

组 数 , 即 n 个 实例 , 然后 对 每 个 实例 进行 检验 , 从 而 判定 该 几何 全 
fal JE FF A AZ. 

所 谓 几 何 定 理 机 器 证 明 的 单 例 实验 法 是 指 , 对 于 给 定 的 几何 
命题 , 由 计算 机 自动 地 确定 相应 的 m, -…, mr, 然后 就 自由 变 元 对 
应 取 

p m+ pi/ 2*1) 35 pl/n-tU 
的 实例 (不 难 证 明 这 个 实例 是 一 般 的 、 非 退化 的 ) 进行 检验 , 从 而 
判定 该 几何 命题 是 否 成 立 . 


§44 BH 341 


现在 我 们 来 看 两 个 例子 , 看 看 几何 定理 机 器 证 明 的 数值 方法 
的 某 些 关键 技术 是 如 何 实现 的 . 

[ 例 1] Bat AABC, 作 正 方形 ACDF , BCEG, 求证 : Ë 
线 BD EATER AE. 

A, B, C, D, E B) S p A SIA 


A(ttz, U2), B(1,0), C(0,0), Dí(za, z4), E(z1,22). 
则 得 到 三 角形 方程 组 : 


fi 21-90, 
fp = 23 -1=0, 
fy =r} -u2 =0, 


fa = 23 — ugeg = 0. 
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求证 : 


g = (uy — zi)(23 — 1) + (ue 一 za2)za = 0. 


现在 我 们 来 看 如 何 佑 计 消 去 约束 变 元 xi. m2. za, za 以 后 , 结 
CAMA g 中 自由 变 元 uu 的 次 数 界 限 . 


。 首先 是 g 与 fa 关于 za 做 结 式 ‘消去 ra), 则 9 中 有 关 变 元 的 
次 数 上 界 为 : 


(u1,1), (uzi), (z5l) (£51) (x1) 
。 然后 与 fa 关于 xs PAX (消去 za), 则 各 变 元 的 次 数 上 界 
(u1,2), (2,4), (21,2), (252). 
。 接着 再 与 户 关于 x2 WAA (消去 22), 则 各 变 元 的 次 数 上 界 
的 (4,4). (uw2,8), (21,4). 


。 最 后 与 A 关于 zi 做 结 式 (消去 n) 则 各 自由 变 元 的 次 数 上 


LE 
(uy.4), — (ug, 8). 


这 样 按照 单 例 实验 法 , 对 应 于 如 下 坐标 的 三 角形 构 形 , 即 可 作 
为 该 命题 的 一 个 一 般 实 例 : 


A(V2, V17), B(1,0, CY(0,0) 
让 我 们 用 一 个 极度 简化 了 的 例子 来 说 明 , 为 什么 以 及 怎样 从 
近似 计算 的 结果 推断 一 个 不 “近似 ”的 结论. 
[ 例 2] 代入 z= 作 近 似 计算 ,从 而 判定 多 项 式 
e(z) = (a + i(z—1)-z?4 1 
是 零 多 项 式 ， 
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不 妨 取 一 个 粗糙 的 浮 点 数 e — 1.26 001. FRA, 计算: 
lel = | e(/2)} 


= | (1.26 + 0.01 + 1) x (1.26 + 0.01 — 1) — (1.26 + 0.01)? + 1 
={0+0.1|<01 


其 中 te 表示 上 是 作 浮 点 计算 的 累积 误差 的 一 个 上 界 . 
现在 取 2° - 2 的 另 两 个 根 
a= 六 (二 十 p 


并 作 与 上 面 类 似 的 计算 , 可 得 : 
lez] = Je(o)| €0-1, jes| = Je(&)| € 0.1. 
假定 lel = |[e(42)] z 0, 则 可 以 断定 该 多 项 式 不 是 零 多 项 
x. 原因 是 多 项 式 zs 一 2 在 有 理 数 域 上 是 不 可 约 的 , 所 以 它 的 根 
V2 不 可 能 是 一 个 次 数 低 于 3 的 非 零 整 系数 多 项 式 的 根 ， 
这 样 , res(z? 一 2,e(z)j,z) 就 是 一 非 零 整数 , 即 
ires(z? — 2,e(zj,z)| > 1. 
X 
res(z? — 2, e(z), z) = je( V2)e(o)e(3)], 
所 以 应 有 
1 
le(42)| > ST Ay? dor ^1 


这 与 前 面 的 计算 结果 |e{Y2)| < 0.1 FR. 故 必定 有 e( 7/2) = 0, 从 
而 知 e(z)zo 
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8 45 通用 程序 的 运行 实例 


几何 定理 机 器 证 明 的 “数值 并 行 法 ”和 “ 单 例 实验 法 ”是 两 种 
具有 良好 实践 意义 的 方法 , 都 已 编制 成 了 通用 软件 . 数值 并 行 法 在 
单个 处 理 器 上 的 运行 记录 参见 44]{( 其 并 行 处 理 尚 有 待 实 现 ), 以 下 
是 单 例 实验 法 的 一 些 运行 实例 ， 

[511] ( 西 摩 松 定理 )D,A,B,C 是 一 圆 上 的 四 点 , HH D 分 别 
向 BC, CA.AB WER, 垂 足 分 别 为 E,F,G, 证 明 E, FIG RR. 

单 例 实验 法 运行 时 间 : 1 秒 (486DX/33). 

[ 例 2] (蝴蝶 定理 )4,D ERO 上 的 两 点 , M 是 AD 的 中 点 ， 
xi M ER OKRA, DIEA O FB, EMC, F, BF 和 CE 
分 别 与 AD 相交 于 P A ,证明 M 是 线段 PQ 的 中 点 . 

单 例 实验 法 运行 时 间 : 3 秒 (486DX/33); 1 秒 (HP486/100) 

[ 例 3 (帕斯卡 (B.Pascal) 定理 ) A, B,C, D,E, F -WE 
的 六 点 ,已 是 AB 和 DE 的 交点 , QE BC 和 EF HRA, RE 
CD fil FA 的 交点 ,证 明 P,Q, R SER. 

单 例 实验 法 运行 时 间 : 6 # (486DX/33); 1 &* (HP486/100). 

[9814] ( 九 点 圆 ) D, E. F 分 别 是 线段 BC, CA, AB 的 中 点 ， 
由 A 向 BC 3| BR, L ABE, HEA D, E, F, L EIL. 

单 例 实验 法 运行 时 间 : 0 fb (486DX/33). 

[ 例 5] ( 欧 拉 (L.Euler) 线 ) O,G,H 分 别 是 一 个 三 角形 的 外 
心 、 重 心 、 垂 心 , 证 明 O,G,H 共 线 . 

单 例 实 验 法 运行 时 间 : 0 秒 (486DX/33). 

[ 例 6] ( 西 摩 松 点 定理 i4, B,C,D 是 一 池上 的 四 点 , os ta, la 
分 别 是 A, B,C,D 关于 三 角形 BCD, CDA, DAB, ABC 的 西 摩 松 
线 , 证 明 D, b, ls, 1 EEK. 

单 例 实 验 法 运行 时 间 : 5 秒 (486DX/33); 2 秒 (HP486/100). 

[ 例 7] ( 费 尔 巴 哈 (K-W.Feuerbach) 定理 ) = ABM AB 
5 E PULBLER FIAN- 
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单 例 实验 法 运行 时 间 : 27 秒 (486DX/33); 11 秒 (HP486/100). 

[ 例 8] A,B,C, D 是 一 贺 上 的 四 点 , Hi, Ho, Hs, Hs 分 别 是 三 
角形 BCD,CDA, DAB, ABC Hù, 证 明 AH,, BH2, CHs, DH, 
共 点 (我 们 把 这 个 点 称 为 西 摩 松 点 , 其 原因 请 参见 例 9). 

单 例 实验 法 运行 时 间 : 3 秒 (486DX/33). 

[ 例 9] A,B,C,D 是 … 圆 上 的 四 点 , Hi, Ho 分 别 是 三 角形 
BCD, CDA fjst.b, AHi, BH» 相交 于 点 P, E,F 分 别 是 过 C 向 
AB, AD 所 引 垂 线 之 垂 足 , 证 明 E, F, P HR. 

单 例 实 验 法 运行 时 间 : 3 Bb (486DX/33). 
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第 6 章 


多 项 式 方程 的 判别 系统 


本 章 研 究 单 变 元 方程 解 的 性 态 . 这 是 方程 组 理 沦 不 可 缺少 的 
一 环 . 由 于 方程 的 解 与 多 项 式 的 根 是 一 回 事 , 为 了 简明 , 这 里 只 说 
多 项 式 而 不 提 方 程 .多项式 根 的 理论 曾经 是 代数 学 的 “ 圣 盘 * 虽然 
现在 它 不 再 统治 代数 学 , 但 是 它 的 重要 性 仍 是 无 可 置疑 的 . 许多 数 
学 问题 都 归结 为 确定 某 一 特定 多 项 式 的 根 , 或 者 归结 为 了 解 根 集 
合 的 某 些 信息 . 

我 们 假定 多 项 式 的 系数 域 是 实数 域 或 者 实 有 理 丽 数 域 (这 其 
实 不 是 本 质 性 的 }. 对 于 5 次 以 上 的 多 项 式 , 我 们 知道 是 不 存在 求 
根 公 式 的 , 所 以 一 般 的 问题 是 : 


。 确定 根 的 重 数 . 

。 MERKAR. 

。 确定 实 根 的 个 数 . 

。 更 一 般 地 , 确定 根 的 位 置 . 


对 熟知 结果 的 介绍 不 是 本 章 的 重点 , 相应 的 选材 是 简略 而 有 
限 的 ; 本 章 的 重点 是 给 出 符号 系数 多 项 式 实 ( 虚 ) 根 个 数 ( 重 数 ) 的 
— ^ 453€ ER AERE 9910501: 其 他 问题 的 回答 将 作为 其 附带 结 
Aime th. 

一 个 著名 的 需要 用 显 式 判定 来 解 的 鲍 题 是 : 为 使 

gi+pr7+qr+r>0 (V z) 
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BOA, psa r 应 满足 什么 样 的 充分 必要 条 件 ? 

这 个 问题 曾 引 起 广泛 兴趣 并 被 近期 的 许多 作者 所 研究 ,参见 
文献 [1]. [2]. [3]. [4]. [12], [25]. [29]. [36], [53] 等 ， 读 者 将 会 看 到 , 在 
熟悉 本 章 提 供 的 基本 算法 之 后 , 这 问题 不 过 是 一 个 简单 的 练习 ， 

本 书 不 讨论 在 指定 精确 度 下 计算 ' 近 似 恨 ?的 方法 , 现代 计算 科 
学 提供 了 大 量 的 技术 来 处 理 这 一 课题 , 研究 此 课题 会 使 我 们 走 得 
Ki. 
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为 了 明确 , 我 们 列 出 一 些 熬 知 的 概念 和 和 结果， 
HPF RER K EPR, ce Fk, 多 项 式 fe K[zx]. MRS 
可 以 被 (x 一 c)* 整除 , 而 不 可 以 被 (z — c)5 7 SEBR, 则 称 c 是 了 的 
k Wi (BRA MS A). kon ix T n 重 数 . 1 重 根 往往 不 叫 重 根 
而 叫做 单 根 . 
设 
f(z) = az" 十 aizn pee H anit tan 


ER K 上 的 一 个 次 数 为 n 的 多 项 式 , 它 的 导 式 指 的 是 多 项 式 


f'(z) = naoz"-! + (n — 1)a127 7? 


定理 1 多 项 式 f(z) e Klz] Wee F WER, BUS 
fo) = fe) - 0. 


定理 2 Hay 40, MEM f(e) c K[z] 有 重 根 , 当 且 仅 当 
res(/ (2), /' (2), 2) — 0. 


现在 假定 五 是 一 个 特征 为 0 BOSE (比如 有 理 数 域 , 实数 域 , 复 
数 域 等 ). 在 因 式 分 解 式 


f(z) = MDl(z)) (pr(z)) AEK (46.1) 


Toc Gai. 
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中 的 首 -不 可 约 多 项 式 pix) WA f(x) Hk RATIT k E 
AR). 求 给 定 多 项 式 的 因 式 分 解 一 般 是 相当 困难 的 . 但 是 有 一 种 基 
于 导 式 的 方法 , 用 这 种 方法 可 以 确定 在 一 给 定 的 成 K OE, f(x 是 
定理 3 设 pz) 是 多 项 式 fiz) c Ki] 的 天 重 因 子 (ko 1, 
deg(p(z),z) > 1), BA p(x) 是 导 式 f'(z) K k — L EAF. 
如 果 一 个 次 数 > 1 的 多 项 式 f(a) 有 内 式 分 解 (46.1), 如 ft(z) 
和 和 它 的 导 式 f'(z) 的 最 大 公 因 式 的 因 式 分 和解 是 
gedif, f^) = (m(z))^ 7 --- (ps(z))*77 5. 
(在 本 章 里 , 我 们 总 假定 两 个 多 项 式 的 最 大 公 因 式 是 首 一 的 . ) 
qe f(z) 
P(e) = &d(f, FA 
它 与 多 项 式 f{z) 比较 , KBR, 没有 重 因子 , 而 且 有 相间 的 不 可 约 
Ust. 
进一步 , 可 以 求 得 f(x) 的 不 同 重 数 的 央 式 ， dE 


= pi(t)po(r)---pr(x), 


dols) = f(z), 
并 记 
di(z) = ged(f(x), (xz) da(z) = ged(f'(3), (P (z)). 5 
(x) = do(z)/di(x), a(x) = dı (x)/d2(2), vg 


Vi(z) = 91 (z)/ (z), walr) = $o(x)/ Bs (z), 
则 (c) 是 f(z) H & ENT. 
设 
f(z) = aoz” + oar™ 1 +--+ + an- + An 
Fe K 上 的 一 个 次 数 为 n 的 多 项 式 , 如 果 ao 40, 则 在 复数 域 中 
EA n HB, 记 为 (其 中 重 根 出 现 的 次 数 等 于 其 重 数 ): 
1, Q5, Pl e Oa. 
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用 s 来 记 这 些 根 的 p CERERI : 


sp= œ. p—-0,1,2,--.,n 
j=. 
特别 是 so = n. 
定理 4 设 当 k <0 或 上 >n 时 ,ax =O, Nl 
Gk—181 + Gk 232 + +--+ G08k = 一 kax. k=1,2,--- 
这 就 是 所 谓 的 牛顿 公式 . 
记号 如 上 ， 考 虑 式 
A, 一 II (oi — ej), 
l<j<i<n 


显然 , 可 把 它 写成 范 德 蒙 特 (A. 工 .Vandermonde) 行列 式 


1 1 1 
ay ag On 
An = A 
—1 n-i n—i 
ay Xa On 


ey AR = ag"? [[ (a; — 0)? 
i<j<icn 
称 为 多 项 式 f(x) (BE n TA aaaa an) 的 HARIA Dis(f). 
“判别 式 ” 这 一 和 名字 的 来 源 在 于 这 个 函数 能 够 把 有 两 个 或 多 个 o 
相等 的 情况 与 它们 全 不 相同 的 情况 区 别 开 来 ， 
EBS 多 项 式 f 有 重 根 当 且 仅 当 


Dis(f) = (—1) “3 az tres( f, f^) = 0. 
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显然 有 


$9 S] '"^* Sn-1 
81 $9 e Sn 
du Yo i i 
An = An' An = x n 
$n-1 Sn t S$2n-2 


S47 实 根 个 数 的 经 典 判定 法 


多 项 式 实 根 个 数 的 判定 , 是 一 个 具有 传统 兴趣 和 明显 实用 价 
值 的 重要 向 题 ， 关于 这 个 问题 , 已 有 了 众多 的 结果 其 中 第 一 个 念 
人 满意 的 结果 , 是 在 1829 年 由 斯 图 姆 (J.Ch.F.Sturm) 给 出 的 .本 
节 (不 加 证 明 地 ) 介绍 几 个 关于 多 项 式 实 根 个 数 的 经 典 判定 法 , 这 
些 材料 都 可 以 在 [30] 的 第 5 章 中 找到 ， 

首先 引进 一 个 下 面 要 用 到 的 定义 - 

设 已 给 出 某 一 组 不 为 零 的 , 有 限 个 实数 的 序列 , 例如 


6.35 245 duoc eB om o Cb (47.1) 
依次 写 出 这 些 数 的 符号 (用 1 或 -1 来 表示 ): 
D xp owed. de. 5b. se 6b E (47.2) 


在 这 个 列 (47.2) 中 符号 变 了 四 次 .因此 我 们 说 序列 (47.1) 的 变 号 
数 为 四 次 、 对 于 任何 没有 零 的 实数 的 有 限 序列 当然 都 可 以 算出 它 
的 变 号 数 . 

更 在 来 讨论 实 系数 多项式 f(z) 而 且 假 定 多 项 式 f(z) 没有 重 根 ， 
否则 我 们 可 先 除 以 它 和 它 的 导 式 的 最 大 公园 式 . 一 组 不 为 零 的 , 有 
限 个 实 系数 多 项 式 的 序列 

fo(z) = f(x), filz), falz), +, fax) (47.3) 
ny HB SK f(x) ARM, 如 果 它 们 适合 下 面 四 个 条 件 : 


。 组 (47.3) 中 相 令 多项式 没 有 公 根 . 
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。 最 后 一 个 多 项 式 fuz) 没有 实 根 . 


e WRA (47. 引 中 的 多 项 式 f(z),1 X k € s— 1, 有 实 根 a, MB 
4 feila) PE felo) RE. 


。 如果“ 是 多 项 式 f(x) 的 实 根 , 那么 乘积 efla) Æ s=a 
Ate ee. RAH, 如 果 m 经 过 o 上 增 时 . 这 一 乘积 从 负 
值 变 为 正 值 . 


每 一 个 多 项 式 都 有 斯 图 姆 组 , 我 们 稍 后 将 给 出 ; 现在 假定 f(x} 
有 斯 图 姆 组 , 则 它 可 以 用 来 求 出 实 根 的 个 数 . 

如 果实 数 7 不 是 已 给 出 的 多 项 式 f(z) MAR, 而 (47.3) 为 这 一 
多 项 式 的 斯 图 姆 组 , 那么 取 实 数组 


fo(r), falt); fa(r), "ea f(r), 


删 去 它 里 面 等 于 零 的 数 , HUNG) 记 余下 来 这 组 数 的 变 号 数 : 把 
Nir) 叫做 当 z =r 时 多 项 式 f(z) 的 斯 图 姆 组 (47.3) 的 BSR. 


定理 1 (斯 图 姆 定理 ) 如 果实 数 a b, a < b, 不 是 没有 重 根 
的 多 项 式 f(z) 的 根 , 那么 N(a) > NO) MAAR N(a) - N(b) 等 
于 多 项 式 f(x) Æ a Fl b [BIB SCR PE. 


这 样 一 来 , 为 了 确定 f(x) 在 a FO b 间 的 实 根 个 数 (注意 , f(x) 
应 当 是 没有 重 根 的 多 项 式 ), RRR a 变 到 5 时 , 这 一 -多 项 式 
F(x) 的 斯 图 姆 组 变 号 数 所 碱 少 的 数 日 . 


有 各 种 方法 可 用 来 构成 没有 重 根 的 多 项 式 f(x) 的 斯 图 姆 组 ， 
我 们 来 说 一 个 最 常见 的 方法 ， 取 file) = f(e), REH f(a) 来 除 
f(z) 且 把 余 式 变 号 , RA faz) 一 般 地 , 如 果 多 项 式 六 -1(z) 和 
fuz) CARA, 那么 felt) 是 用 fele) 来 除 feile) 所 得 出 的 余 
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WHO, MEW H Sa dE 


ARS HSM. Bf 


fo(x) = hu 
filz) = f'(2), 
falz) = —remí fols), fi(z)). 


f,(z) = -rem(f.-2(x), fs-1(2)) Æ 0, 
fs41(z) = -remíf, 1(z), fs(7)) = 0. 

上 述 的 斯 图 姆 判定 法 对 于 无 重 根 的 多 项 式 是 一 个 完备 的 算法 ， 
它 应 用 于 数值 系数 多 项 式 特别 有 效 . 但 对 于 文字 系数 (或 称 参 系 
数 ) 多 项 式 而 言 , 斯 图 姆 算法 不 是 一 个 “ 显 式 判 定 ” 方法 , 也 就 是 说 ， 
它 不 是 直接 使 用 由 其 系数 组 成 的 若干 显 式 表 达 式 来 进行 判定 . 然 
而 这 样 的 判别 式 至 少 对 2 次 和 3 次 方程 是 众 所 熟 知 的 . 


如 果 多 项 式 f(z) AER, 我 们 必须 先 除 以 它 和 它 的 导 式 的 最 
大 公 因 式 ged(J(z), fr(z))， 比 较 求 两 个 多 项 式 的 最 大 公 因 式 的 罗 
PARES DER- DETR KIERAN M, 我 们 知道 (zy 
除 以 其 首 项 系数 Ieoeft/ (2) 就 是 f(z) 和 (2) 的 ( 首 一 ) 最 大 公 
Rt, BD 

godl f(a), P'a) = idee 

VH EIR Ac IO ACA EET e, 可 参看 [26] 


下 面 两 个 定理 , 虽 不 能 给 出 实 根 的 确实 个 数 , 只 是 给 出 这 个 数 
HB E Bit, 但 算法 简明 , 其 为 实用 . 

设 f(x) 是 n 次 实 系 数 多 项 式 ， AAR 它 有 重 根 存在 ， 讨论 它 
的 逐次 导 式 组 

F(z), fitz), f" (a), Ttg fy; f? (a), (47.4) 
它 的 最 后 一 项 显然 为 
F(x) =n! keoeff( f (z)), 
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所 以 它 的 符号 是 确定 的 ， 对 任意 给 定 的 实数 c, 取 正 数 < 适当 小 ， 
使 得 在 区 间 (e -- s,c 十 s) 中 不 含有 (46.4) 中 任何 一 个 多 项 式 的 除 
c 以 外 的 其 它 根 , 在 (46.4) PARR x= c-e Ñ r= cte, BEB 
个 实数 序列 
f(e ~e), 7'(c - €). 1"(c— e) 
和 
J(e4- e), f' (e 4- E) +e f (e &), 

我 们 把 这 两 个 序列 的 变 号 数 分 别 记 为 S(c-) 和 S(e+). 

定理 2 (WEH (J.Fourier) FB). 如 果实 数 和 5,a «b, Z 
是 实 系数 多 项 式 f(x) 的 根 , 那么 多 项 式 f(z) 在 a 和 4&8 间 的 实 根 个 
数 人 重 根 以 1 个 计算 ), 等 于 差 N(a+) - N(b-) 或 比 这 个 差 少 一 个 
ERA. 

应 用 傅 里 叶 定理 到 区 间 (0, 00), 就 得 到 : 

定理 3 (MERES EI) 实 系数 多 项 式 f(z) 的 正 根 个 数 {i 
重 根 以 上 个 计算 ), 等 于 这 个 多 项 式 的 系数 组 的 变 号 数 或 比 这 个 数 
少 一 个 正 偶数 . 

假定 我 们 知道 f{z) 的 所 有 根 都 是 实 的 , 那么 就 有 下 面 的 精确 
HE: 
定理 4 如 果实 系数 多 项 式 f(x) 的 根 都 是 实 的 , 则 它 的 正 根 
个 数 (LRRD PIR), 等 于 这 个 多 项 式 的 系数 组 的 变 号 数 . 


8 48 多 项 式 的 判别 矩阵 
设 
f(x) = aor” + a12^7! + .an (48.1) 
RS 


f'(z) 2 0.2" + nagz^ ^! + (n — lar + + an. 
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我 们 把 f(z)* f'(z) B VESPERE BM f(z) 的 FUR ERR. 称 
为 disc(f); 而 把 f(z) 与 f(x) 的 西 尔 维 斯 特 矩 阵 


4 01 az SI On 
0 nao (n—1)u ++: a4 
ag ay Ut 08-1 an 
0 nag -^* 284.2 Gy 
ap @ > Gy 
0 nao “se Ryd 


(88 2 章 的 写法 与 此 略 有 区 别 ) 称 作 多 项 式 f(x) 的 第 二 判别 矩阵 ， 
记 为 Discr( f). 

尽管 某 些 计算 机 代数 软件 包 (如 Maple) 能 够 给 出 灵 佐 矩阵 ， 
可 是 我 们 这 里 可 以 直接 地 以 构造 性 方式 来 定义 多 项 式 f(x) HA 
RFE. 

定理 1 多 项 式 f(x) 如 (48.1). Rk <OMk >on Ht a, —0. 
Miz 

min(i,j)—1 
cij -(n—max(ij)ai;- JO (ij 2p)apti+j-p- 


P=-—1 


则 f(x) 的 判别 矩阵 
discr( f) = (cá). 4,j—0,1,--,»—1 
这 里 i,i 分 别 为 矩阵 的 行 指 标 和 列 指标 . 


根据 $49 中 有 关 和 矩阵 的 表达 式 , 这 个 定理 是 易 证 的 . 
Bill, gs = z? + pr? + qux? rz +s, W 


5 0 3p 2g T 

0 -—2p ~3q ~4r 一 53 
discr(g;)) = | 3p —3q 3p?-4r 2pq -5s pr 

2g —4r 2pq—5s 2g ~ 2pr qr —3ps 

r —5s pr qr —3ps  r? — 29s 
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显然 , 判别 式 矩 阵 diser( f) 有 较 低 的 阶 数 , 对 于 实际 的 计算 其 
有 益处 ; mE TARARE Discr(J) 结构 简明 , 易于 记忆 从 后 文 
我 们 将 知道 , 就 我 们 的 主要 目的 而 言 , 这 两 个 判别 矩阵 起 着 同样 的 
TERI. 

本 节 后 面 的 这 部 分 内 容 , 给 出 了 判定 多 项 式 互 异 实 根 个 数 的 
一 个 方法 ; 尽管 不 是 本 章 的 主要 内 容 , 仍 是 富有 趣味 的 . 

以 下 总 设 


f(z) = aot” + a"! 4 o a4 


且 ao #0. 用 My 表示 判别 矩阵 discr(f) 8058 k 个 顺序 主子 式 所 
对 应 的 矩阵 ， 我 们 有 
定理 2 多项式 f(z) 互 异 实 根 的 个 数 等 于 二 次 型 XT -discr(f) 
X BOTE XE; f(x) 怡 有 天 个 互 异 根 的 充 要 条 件 是 
det( Ma) #0,  det(M;) = 0. g=kt+t,---,n 


此 时 , HARM Pa SF ORR YT MY 的 符号 差 . 

这 候 定 理 明 显 是 下 面 两 个 引 理 的 锥 论 ， 

用 aa,oaz，……,amn Kid n 次 多 项 式 f(x) 8 n PR. 用 sp Kid 
这 些 根 的 p KEREM: 


n 
sp 一》 of. p=0,12,---,n 


jel 


特别 是 so — n. 3d Sk = (sishi j — 1, k - 1, Bf 


$0 8s1 cc Sa-l 
$1. 82 o Sn 
Sy : 
dic Sn TES UN 
引 理 1 isink. f(x) 恰 有 大 个 互 异 根 的 充 要 条 件 是 
det(Sk) #0, det(5;) — 0. j=k+l, n 
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此 时 , 其 互 异 实 根 的 个 数 等 于 二 次 型 YP" SY, MASE. HP, 
YF” = (yo 39,7 Yj). jo2kktl,; n 


iE RH 无 妨 设 ee» ,ax Æ f(z) EPR. Yet, "i 
ERT al 02,---,0 且 互 异 的 j 一 上 个 实数 . aa 的 重 数 记 为 
B = 1,2,---,&). Uy 


n 
é= YS Y; = Sue ara tere t+ o) . yi». 
1-1 


引入 如 下 线性 变换 : 
{ Ac VB (yo - 0-91 - od gia) 1—1,2,---,k. 
zp = o + Yp yt b 02 wa p=k+1,---,7. 


O > (482) 
如 果 多 项 式 f(r) 的 根 都 是 实数 , 那么 (48.2) 是 一 个 实 系数 线性 变 


MEAL f(x) AER ou, 那么 线性 型 可 以 写成 下 面 的 形 
状 : 
za =r; T&v —1, 
其 中 7 和 女 都 是 vous e oy- 的 实 系数 线性 型 . 但 在 这 一 情形 ， 
多 项 式 f(x) A ap 和 az HB, 故 zp = n tV 71. HRB: 


z2 + Po = 2r? - 29. 
这 样 一 来 , 6 化 为 标准 型 后 , 由 f(z) HHMI RR A] 
一 个 负 平 方 ; 同时 在 标准 型 中 恰好 有 个 平方 项 .在 这 里 所 用 的 


TEE EMR, 因为 它们 是 满 秩 变换 之 积 . 这 就 证 明了 引 理 的 
所 有 结论 ， 


147 


引 理 2 设 记号 Me, Sk 如 前 , 则 矩阵 My SERE S. 合同 , 此 
Rbk = 1,2,+--,n. 


证 骨 只 要 证 明 存 在 非 奇 异 的 下 三 角 和 矩阵 A, 使 得 
Ma = diser(f) = A- S, + AT". 


其 中 av 是 4 的 转 置 . 因为 这 明显 地 蕴涵 M 合同 于 Sr, 对 于 所 
ABI k= 1,2,--+, 2. 


设 当 上 上 <0 或 上 > nH, a = 二 0, 用 有 4 表示 nxn BE 


(a:-;), i,j —0,1,-,n— 1. 


Bp 
ao 0 0 0 
a a 0 0 
A= ag 1 ao 0 
Ün—1 Gn-2 @n~3 ''^ GO 


它 是 非 奇 异 的 , 因为 ao #0. 

下 证 M, = 4.5，.4Tr. 

用 (dij) 表示 和 矩阵 4. Sn: AT", BI 
jid 


dij = YO SS aise 4105-8. 4,j4320,1, :,n—1 
k=0 1-0 


不 失 一 般 性 , RLAR 7 < i 的 情形 . 
在 下 述 推 演 过 程 中 , 要 反复 用 到 牛顿 公式 : 


WEL131 十 &&-283 + +++ 十 008 = —Kküg. k—1,2,- 
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这 样 就 有 : 


3 1 
dij = rar (Eein) 
k=0 i-o 
= a;(@;8 + ai 151 十 …- 十 Gosi 十 
45 1(0i81 十 Qi-132 十-- 十 Q08i41) 十 
Ci-2(ais2 + Qi-153 十 '… 十 G08i+2) 十 
eee + 
ao(8i8j + Gi 18j41 + -+- + 098:44) 
= (n = i)a;8; 
一 人 十 1)0;418j-1 
—(i + 2)214,245-2 — G4410—351 
— (i + 3)a;43Gj-3 — 0:410j—382 一 014204—381 
—(i + 3)ai-;&9 一 94 218908j—1 一 … — Gi j- 10031 
= (n ~ i)a;a;j 
~(i + 1)aiL185-1 + (j — atriaj-! 
—(i + 2)ai4205-3 + (j —2)ai420;~2 
ere et + S aes 
一 全 十 j)ai+jao 十 D Gi4 145-1 
= (n ~ i)a;a; 一 十 了 一 20 — 1)aiaj-1 
~(i+ j - 2(j — 2))ai420;~2 
—e (dj 一 2 x 0)a;,.,89 
j-1 


= (n - i); — ^ +5 - 2p)ai4;- pap 
——l 
i min(i,j)-1 
= (n — max(i, j))a;a; 一 b» (i+ j — 2p)as ` Gi j-p 
?一 一 】 
= Ci. 


8 49 两 个 判别 矩阵 的 关系 


现在 我 们 来 建立 次 数 相 等 的 两 个 多 项 式 的 贝 佐 矩 阵 与 西 尔 维 
斯 特 矩 阵 之 间 的 关系 , 作为 一 种 特殊 情形 , 这 同时 给 出 了 多 项 式 的 
两 个 判别 矩阵 之 问 的 关系 ， 
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设 


f(z) = ane" + az?) 4 b as, 
g(x) = byz^ + byz i+ + bp, 


QO &@ @ “t ün 
bo b b o bn 
Gg @ `- Gn-1 Oy 
A = Sylvester f, g, 2) = aa ee st n 
ao Qi -—' Q4 
bo b o: b 


B = Bezout(f, g, x). 


BD A,B 分 别 为 多 项 式 f, o HYDE ARETE EES I oc. 


id 
[p,q] = ap ` by — bp ` dg, 


cij 一 | 
p=0 
以 下 总 设 记 7 分 别 为 矩阵 的 行 指标 和 列 指 标 、 则 
B = (cij). ij20,1:-,n-1 
XHERBPED —(dj)ii—l- nidi 
D(k,t) = (dij, di, k&«), 并 


‘D(k, t)| = det(D(k, t)). 
其 中 上 为 整数 旦 0<t<m 一 大 BR |D(k,0)| 即 为 矩阵 WS k Bir 
顺序 主子 式 . 
本 节 的 主要 结论 是 
定理 1 RER A, Bink. 则 


|A(2k, t)| = |B(k, t)], 
Hhi<k<n,0<t<n-—k. 
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证 明 HI < ORK >on Ke, = —0. id 


Ai = (8j-i) jj =0,1,---,k —1 
Gy @ ct ttt) pat 
E ap Wl ük—? 
Go 


A12 = (aj+k—is QG2k—i—i41) 
ic loub—dEpe0 sk 


Gk k+l ‘** QO2k-2  Ü2k—i-t 
= Gk—1 ük ^ QO2k-s  Ü2k-2-rt 
= 1 
ay a2 Ut @k—1 ket 
Azı s (bi); i,j — 0, Lh. Vk — 1 


A22 = (bii b2k—1-i+t). 
i= 0Q,1,---,k- 1;} -0,1,.-:,k—2 


易 知 


IAQk, = (-1) 9. | Au Au 


Áz Az 
首先 来 说 明 Au 与 421 是 乘法 可 交换 的 : 


k-1 j 
An > Ani 一 ( ati 2 一 (Ze ， s) 
{=0 ti 


Il 
M: 
a 
b 
I 
* 
ex 
l 
eee” 
ll 
P UEBER: 
Mmi 
m 
i3 
l 
ri 
Y 
ÁáÓÁ á 


PR ut 
k(k— 1) 
jA(2k,t)| = (-1)7 * |A11: Am — Az ' Ail. 
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63 = 


1， 当 p = 二 4 时 ， 
0, 当 p 关 4g 时. 


6 = (5-5), ij-0,1,--,k—1. 
D=6- (Air: Ave — Agi: Aya). 


PED = B(k.t), 从 而 原 命 题 成 立 ， 记 


(j) = t, 3j = 大 一 1 时 ， 
=N o, 当 7 < 上 一 1 时 . 


k-i k-1 
(l Git hacen) x (S bii sien) ) 
1-0 i=0 


M ie it 

k—1 k-1 

Sates Soll-qa+k—-i+ saD) 
=0 i=0 

一 上 

A 3a ?7!.[— a ro) 


i=0 g=0 
1 


k- 
= ( CEL tag) 
i=0 


{| 


| 


Y pe = B(k, t). 
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多 项 式 序列 


k 
Pe(f.g) = 9 AQ — E), t)|z*7* k=0,1,---,n—1 


t=D 


常常 称 为 fo 的 子 结 式 多 项 式 序列 (参见 810). 根据 $47 的 定理 ， 
它 也 可 用 员 佐 矩阵 来 求 得 : 


k 
Pf, g) = V |B(n - &,t)a*"*, k20,1--,n-1 
i-0 


如 果 [A(2(n ~ /),0)| = 0,7 —0,1,---, k- 1, fii |A(2(n — k), 0)i # 0, 
那么 , PLU 0) 就 是 f,9 的 最 大 公 因 式 . 

多 项 式 f(z) 的 重 根 完全 由 f(x) 与 了 (7) 的 最 大 公 因 式 确定 . 
因此 , 我 们 把 f(x) 与 f(z) 的 子 结 式 多 项 式 序列 PL), k= 0, 
1,…,n 一 1 称 为 f(z) 的 RATES, 并 把 PL, P) RA ALCS). 


W Di (f) = |diser(f)(k, 0)|  |Discr(f)(2k, 0)], 则 序列 
Dy(f), D2(f), …, Dalf) 


BRA f(x) 的 判别 式 序列 . 这 个 概念 在 下 一 节 要 用 到 , 在 这 里 先 简 
单 介绍 一 下 , 在 下 文中 我 们 将 对 之 作 进一步 的 讨论 . 


设 f(x) 的 判别 式 序列 中 最 后 一 个 非 零 项 为 Di(f), Bj f(x) 5 
f'(z) 的 最 大 公 因 式 为 Anal) 即 其 重 因 子 序列 的 第 nn 一 上 项 ( 参 
见 $10, 定理 1). 


850 Hub SEES" XE 


f(z) = aoz” + Aa" 十 ,十 an， 


g(z) — 0. z^ biz" 1 p by. 
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本 节 将 建立 F(x) gle) 的 西 尔 维 斯 特 矩 阵 与 它们 药 余 式 序列 之 间 
的 联系 . 从而, 作为 一 种 特例 , 我 们 也 得 到 了 多 项 式 的 判别 矩阵 与 
斯 图 姆 组 的 关系 . 
为 方便 , 这 里 写 出 f(x) 的 斯 图 姆 组 的 构造 算法 . 记 
ro(z) = f(z), 
rifs) = bya" + t bn- 


H rifz)] K f(z) ELIEUE B0 AES, 记 作 relz): 
ra(z) = —(ro(z) — rı (z) - qr(z)). 


一 般 地 , 如 此 多 项 式 r-i 和 rlr) 已 经 求 得 , 那么 rle) 是 用 
rk(x) HBR rk i(2) 所 得 出 的 余 式 变 号 后 的 多 项 式 : 
rp+Ii(Z) = —(r&-i(z) ~ ralz) 9k(z))， 

i 
$1 =—l, TN ERES 
si = degí(ri(z)) — deg(risi(z)) — 1, "e 


j—-1 
gj; = 》 (s 1), j =0,13,2,--- 


$-—1 


69) a; Ga --- ay 
0 bh b oe b. 
fp 91 2 ' ay 
0 bh b -o b, 


An 即 为 f(e) o(a) 的 西 尔 维 斯 特 矩阵 , 也 记 之 为 A. 
k—1 
Ri = 3 Late let D, Ta — 1, Fe 为 ri(z) 的 首 项 系 


数 . 本 节 的 主要 结论 是 
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2k x (n+k) 


xmi 记号 如 前 .我 们 有 
k—1 

G) ms S (s+ 1) 时 ， 
1-0 


jA(2m,0)| = 0; 


k—1 


的 4 m = } (si D 时 ， 


i=0 


JA(2m, 0) = (-1)* - (Fori) ** - rra) *! Fea Te), 


Tk ES n-m—t 
(2) = jAQm, 05] 5 2. |A(2m, t)|z S 


证 阴 设 ri(z) = riot? + ret occ rias (Tio A 0). 为 简化 
起 见 , 采用 下 列 记号 : 


Ti Tig Tii Tid 
n Z fip Ta c7 Tid 
= í 
Ti Tig TH Tid 
Ti 0 0 
Ti 0 0 
0 0 
r, 0 0 (si-1 si 2) (2m—- ai). 
Ti 
mdi F 
ri 
Ti+1 
Ti — Til 
m-—qgi 68 


Til 
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这 里 i—0,1,-,m 一 |. 
为 了 简 使, 用 下 列 记 法 囊 示 从 矩阵 M 到 M' 的 一 个 变换 : 
M 5 M', vz v +22 (mod 2), 
它 是 由 若干 初等 变换 组 成 的 一 个 复合 变换 ， 其 中 包括 (1) 两 行 互 
换 位 置 的 变换 , 作 vi 次 ; (2) 将 某 一 行 反 号 (BFL —1) HBR, 


作 v2 次 ; (3) 第 3 类 行 变换 (即将 某 行 代 之 以 它 与 男 一 行 之 和 )， 
FEER RERE 


ro cto oto one 
l 
ám(m-1) Po ttt tet oce 
Am = 0 0 Ti 
0 e 0 
0 - 0 
0 o- 0 ry 
ae a 6s 
0 To J' 
一 r2 
m—q 行 
n -È = 
Ti 
™—4o fi 
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Ti 


uo 


— 


— 


0 
0 


Rı 


Ti 
T2 

T2 

R2 


J 


(m ~ 1)(m * 1); 
这 里 uo = 


— qa). 
+1)(m 

= (一生 

这 里 2 


Ti 
Ti 
T2 
T2 
-q2 
—T3 i 
m-ai 
T2 
"s E 
ou | 
了 2 ) 


| 
« m « qx, M 
i gi 


Tk-2 


Tk-1 


™m—Ga-1 


Tk-2 


TR-dk—2 


Tk—1 
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m-ak- 
-rk 
2, Tk-—1 
m-qk-2 
Tk-i 
sus 
Tk-i c 
mm—gk_1 
Tk-1 pe 
0 0 fk 
"es m-d&—2 
2 0 O Tk 
ix Bou = (m— q- +1)(m— qr) ER [A4 (2m,0)| = 0, BD 
| A(2m,0)| = 0. | 
k-1 
LH m= ay — S (s; 1), VI 


i-o 
[As (2m,0)| = (-1)"* (ro F1) *  - (Fi 79)! - (pp, Feat 
re(2) = ME yA (2m, t)]a" 7t 
|Am(2m,0)| & 7" 7? | 


其 中 


1 k-2 /k—1 k—1 


I0 g= 


i=l+1 


下 面 往 证 办 三 如 (mod2) : 


1 1 —1 k-1 
j=0 i=0 
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= kt 


k-1 
1 
35 sst(k- 1) So 85+ zk- 1). 
3-0 


Qcijzk-1 


k-2 


E 


1-0 


EME 


t=0 
k-2 


lii 
eg 


i-o 
k-2 


i=0 


k—2 k-i 


s is BR) (5 een) 


i=l 


i g 


3t 5^ Geil (X oe) 


1 一 ! 十 1 i=l4+1 
k-1 


(s XO (D +( Y: (s; + 1))*)(mod2) 


i=l+1 ibl 
k—1 


k- 
Yt . ` (s; +1) 十 5 (s; + 1))(mod2) 


i 二! 十 1 ixi+1 
k—2 k—1 


一 Y Y anty k-i- 3. 8 


{=0 imf+1 


t=0 i=l+1 


= P3 Si T inate Si 


0cicjEk-1 


1 
Lk(k-1 
*gk(k ) 


ücicjEk-1 


k—1 
1 
»» si-s; + (k-1) Di set SK - 1), 
i= 


两 式 相 加 就 有 7 = 6(mod 2). 注意 到 [Az Qm. 0| = |A(2m,t)|, 


O<t<n-m 原 命 题 得 证 . 


在 上 述 过 程 中 , 取 g(x) = P(e), 就 得 到 f(x) 的 斯 图 姆 组 ro, 


ncs rg 与 f(x) 的 重 因子 序列 Alf), Alf), ons 
判别 式 序列 D1( 有 ), Di cs Dal f) 的 如 下 关系 : 


An-i(f) 以 及 
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(1) SWF j=1,-- bk RA mA g= VIG (s+ DS, WA 
Dm(f) = 0. BD, 在 判别 式 序列 中 , 在 D, , 5 D, 之 间 的 所 有 的 项 
都 是 0. 

j-l 
(2) 4Ym=q; = (s+1) 对 某 个 7(1 € 3j € k) 成 立时 ， 
i=ü 
Dml f) = (-1)5 (Fo FH (Fy Fa) at (Fy FYI, 
rj(z)/rj = An—m/Dm(f). 
4 a= Da (f), Bi €i 是 DAC), 3 Dalf) 中 第 i 个 非 0 项 ， 则 


= (-1)* Pg Fy yn, 


851 参 系数 多 项 式 实 根 个 数 的 显 式 判 定 


斯 图 姆 定理 完全 解决 了 关于 多 项 式 实 根 个 数 的 问题 。 如 果 所 
要 判定 的 多 项 式 具 有 常 系数 (有理数 , 实 浮 点 数 等 ), 斯 图 姆 算法 常 
常 是 较为 有 效 的 ， 可 是 , 当 系 数 中 带 有 参数 的 时 候 , 运用 斯 图 姆 算 
ik (ER E) 是 琐碎 而 不 切实 际 的 ， 比 如, 给 定 一 个 一 般 的 
n 次 多 项 式 

F(x) = aog" a1" + -H an, 

试 给 出 关于 这 些 文字 系数 ao:al,……,an 的 显 式 判定 条 件 , 使 得 对 
于 任 给 的 整数 kO € k € n), 多 项 式 f(z) 恰好 有 大 PRA. 这样 
的 条 件 , 04 m — 4 BECLÉETOT Ro (参见 [20; 对 于 n > 5 的 情形 , 则 
迄今 未 见 有 人 给 出 . 

另 一 方面 , 当 参 系数 多 项 式 的 次 数 略 高 时 , 在 计算 机 上 产生 斯 
图 姆 序列 是 很 困难 的 ， 当 我 们 试图 在 一 台 586/75{ 内 存 16 JE) 上 
产生 一 般 7 次 ( 参 系数 ) 多 项 式 的 斯 图 姆 序列 时 , 机 器 运行 1000 多 
秋之 后 溢出 ， 

然而 , 理论 和 实 跋 中 的 大 量 的 判定 、 设计 问题 常常 率 涉 有 和 参 
数 . 例如 , 在 定理 机 器 证 明和 发 现 中 , 有 关 实 的 代数 .几何 定理 , 不 可 
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避免 地 要 判定 带 有 参数 的 多 项 式 有 无 实 根 ; 在 自动 控制 中 , 在 机 器 
手工 作 空 间 的 确定 及 其 设计 中 , 也 常常 遇 到 类 做 的 情形 ， 因 此 , F 
求 参 系数 多 项 式 实 根 个 数 的 简明 的 显 式 判 准 (而 不 仅仅 是 * 线 上 ” 
算法 ) 是 一 件 很 有 意义 的 工作 . 

本 节 给 出 了 一 个 关于 参 系 数 多 项 式 实 根 个 数 的 简明 而 完全 的 
显 式 判 定 算法 实际 的 内 容 更 丰富 些 ， 我 们 提出 了 一 个 称 之 为 多 
项 式 的 判别 矩阵 的 概念 以 及 一 个 由 它 产生 的 多 项 式 的 判别 式 序列 
的 概念 . 在 此 基础 上 , 给 出 了 多 项 式 判别 式 序列 的 所 谓 符号 修订 表 
的 变 号 数 与 多 项 式 互 异 实 根 个 数 之 间 的 对 应 关系 , 给 出 了 实 根 重 
数 的 显 式 判 准 以 及 在 给 定 {有限 或 无 限 ) 区 闻 内 多 项 式 实 根 个 数 的 
AAV. 

所 有 这 些 表 达 式 及 规则 , 都 其 为 简明 易 记 , ik Ast A Ae. 

首先 重申 一 下 本 节 要 用 到 的 几 个 定义 . 

设 f(z) 是 一 个 ”次 多 项 式 ， f(z) 的 判别 式 序列 


Di(f), Dif) «+++ DIG) 


就 是 f(z) 的 判别 矩阵 discr(/) 的 各 阶 顺 序 主子 式 序 列 【 也 就 是 
f(z) HGR ARER Discr(7) HERMES RAT); f(x) 的 


重 因 子 序 列 
Ao( f), Alf), diss As af) 


就 是 f(x) H f'(z) 的 子 结 式 多 项 式 序列 . 
符号 修订 规则 : 


接 下 来 我 们 引进 一 个 新 的 定义 . 
对 于 给 定 的 有 限 个 实数 的 序列 blo, (S #0). 写 出 相应 
于 这 个 序列 的 符号 列 


sı = sign(li), sa = sign(lo), +, sn = sign(ln). 


将 [s1, 82, t's Sr] nij ff fes RE BY 符号 表 . 
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根据 这 个 符号 表 我 们 可 以 定义 一 个 SBIR 
[ei, £2; tta Enh 
RAWAM FF: 
sa WE [si, san 5, 845] 是 所 给 符号 表 中 的 一 段 , 并 有 s: £0: 
Bip] = 8i42 = = 8345-1 = 0; Sipi FO, 则 将 此 段 中 由 0 元 
素 构 成 的 序列 


[Sita, Seem] c5 s Sitja] 
代 之 以 项 数 相同 的 下 述 序列 : 
[— 3i, —Siy $i, S5 —8i, SSi $5 Si, SSi c]. 
换 一 种 较为 形式 化 却 未 必 直 观 的 说 法 , 就 是 令 


eigr = (-1) UE. s;. r=1,2,--:,j-1 


© 除 此 之 外 , 令 sk = sr BD, 其 余 各 项 保持 不 变 . 


例如 , 按照 上 述 规则 将 符号 表 
[1, -1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, —1, —1, 1, O, 0, 0] 
修订 后 得 到 之 符号 修订 表 为 
(i ees Wee i es ates Paes Pe, Des ees 0,0, 0}: 

这 个 “符号 修订 规则 ”其 实 是 很 容易 记 的 . 上 略为 细心 一 点 即 可 
发 现 , 关键 在 于 记 住 一 个 数列 

二 和 

记 住 这 样 一 个 简单 的 数列 再 记 住 “第 三 判别 矩阵 ”的 定义 {也 
很 简单 , 见 $48), 对 整个 判 准 就 确 能 做 到 “过 目 不 忘 ”. 

在 下 面 将 要 叙述 的 本 节 主 要 结果 中 , 我 们 给 出 了 一 个 多 项 式 
实 根 个 数 的 计算 公式 , 它 是 用 该 多 项 式 的 判别 式 序列 来 表达 的 ; 辐 
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时 我 们 也 给 出 了 一 个 更 便于 记忆 和 使 用 的 公式 , 它 就 是 用 多 项 式 
判别 式 序 列 的 符号 收 订 表 的 变 号 数 来 表达 的 . 


本 节 的 主要 结果 是 

定理 1 设 oo= 1,0;= Do En 次 多 项 式 f(zx) 的 判别 多 项 式 
序列 Dif), Da(f).---, Dal f) 中 第 i 个 不 等 于 零 的 项 (i = 1,.… LK). 
XE s; = qoa — Gi i= 0,1, k — 1:99 — 0), 判别 式 序列 的 符 
SAkird RO EE MON v. WH Df) AZ 0,DA(f) = 0(m > 站 ,那么 

(i) f(x) f) 5: 5e 3E a He H8 xp 0 A v, 

(i) fic) 的 互 异 实 根 的 个 数 为 


kel 
a: 
l—3v 一 —1)8i/2 .sj ly 
v > (—1) sign( z 
i=0, s; AM 


(iii) a 是 f(z) B) m BR, C5 B BUS o X Auf) f m- 1 
Bik. 

(iv) Di(f),---, Di:(f) (除去 一 个 正常 数 因子 外 ) 是 无 重 根 多 
项 式 f/ gcd( f, f^) 的 判别 式 序 列 . 

WEBB 对 于 任意 给 定 的 有 限 个 非 堆 实数 的 序列 


fo, h, lz, ug las 

它 的 变 号 数 等 于 序列 

loli, llo, +++, Dol 
"P fa A Xe, Bp 

1 1 ign(H; 4 

2. z (0 ~ sign(lixaul)) - 

现在 沿用 $49 的 记号 , 并 引 肝 相应 结果 由 于 Diff) Z 0, D (f) = 

O(m > D), HLL f(z) 与 产 (z) 的 最 太公 因 式 ged(f, f) = Asi DICE). 
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这 样 , 序列 


Ri(z) = 


A 


(i —0,1,:--, k) 


BAA f(z)/ gcd(f, f^) 的 斯 图 姆 组 .在 —oo 和 oo 处 , 其 符号 如 下 : 


eo} 


一 oo : (—1Y-*.sign(Di(f)-Ti, i= 0,1,- 
i204 


oo: sign( D(f) “Tis 
根据 斯 图 姆 定理 , f(z) 的 互 异 实 根 的 个 数 为 


-1 


T 


1 
i=0 2 


k-1 
-5 3 {1 — sign (T fuu (Dil f))*}} 


i-o 
k.--1 1 
zx 30 - (71) )sign (F: Tii) 
i=0 
k—L1 
= > sign (F: Tii) 
1—0, s( NK 
k-1 


| 
NI 
n, 
q 

n 
orn, 

q 
a jF 

E 
~~” 


设 f(z) 的 判别 式 序列 的 符号 修订 表 为 
£3, E2, +s En 
其 中 , FRA i=0,1,, k— lpi = 0, Sj > gr 
Eqtp, = (71) P0717?  sign(o;), 


Eq, = sign(ox) = sign( Di(f)), 
ej z0 (j > 4x). 
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sk. 
,K. 


{1 cdita ((-1yt- 92 Fu Ti: (Di(f))?)} 


这 个 序列 的 变 号 数 为 v, 鼓 


{~1 
1 
【一 20 —1—2- x 3 (1 — sign(e, - Ei41)) 
i-Ü 


[1 
= 5 sign(e; * €i41) 


#=0 


k-i ai—l1 
= ( D sign{eq +j Egita HI) + Sign(Eg ta - m 


i=0 j—0,5, 50 


无 一 上 a;—l 
= 和 ( DP mpm eo) 


i=0 \j=0,si>0 


+(—1)*(s:t1)/2 i sign(o; i zn) 


-E È e 


i=0 


j=0,95;>0 
(71699) sign (Fe reat - “| 
k—1 


Nc (co — 1) + sign((F; - rar) 


i=0 


ll 


k-1 
= >», sign(*; - F;41) 


i=0, ce 


p“ /2, sizn 2 十 1 
oe y: sig (== E 

RM, 给 定 一 实 参 系 数 多 项 式 , 我 们 能 够 很 容易 地 用 显 式 写 出 
其 重 因 子 序列 , 而 重 因子 序列 的 每 一 项 又 有 各 自 的 重 因子 序列 ; 所 
有 这 些 多 项 式 ( 原 绘 多 项 式 和 包含 在 不 同 层次 的 重 因子 序列 中 的 
多 项 式 ) 的 判别 式 序列 组 成 了 判定 原 给 多 项 式 实 虚 根 个 数 和 重 数 
的 一 个 完备 系统 , 我 们 把 这 个 系统 称 作为 原 给 多 项 式 的 判别 系统 


ll 
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设 f(a) X 0, f(b) 7 0. 在 有 限 区 间 (a, 5) A, 或 在 -- 端 有 限 区 
间 (—20,a), (b. +00) 内 多 项 式 f(x) MSRP, 显然 分 别 地 等 于 
如 下 多 项 式 


az? +b 
z? +1 


(+e ( Ji f(a—a2) f( +8) 

的 非 零 实 根 个 数 的 一 半 , 这 个 结果 是 平凡 的 ， 这 样 , 我 们 也 就 给 出 
了 庶 情 况 下 实 根 个 教 的 显 式 判 准 ， 但 这 些 复合 多 项 式 的 判别 式 序 
列 的 计算 复杂 度 可 能 要 高 好 几 个 数量 级 ， 所 以 , 当 f(z) 的 次 数 较 
高 时 , 这 样 的 判 准 是 不 合 实用 的 ， 目 前 我 们 采取 的 判别 方法 是 : 


1. 用 一 个 补充 算法 直接 产生 次 定 多 项 式 正 根 的 数目 的 判别 
RFN. (该 补充 算法 将 于 另 文 中 介绍 ). 

2. 经 过 平移 可 将 区 和 间 《〈-o2o;,a) BE b, too) 中 实 根 数 的 判定 归 
结 为 正 根 数 的 判定 , 即 上 款 情 况 . 

3. 算出 f(z) 的 所 有 实 根 数 , 减 去 它 在 (700, a) 和 (b, +00) 中 
的 实 根 数 , 即 得 其 在 (a, b) 内 的 实 根 数 ， 


$52 例子 


为 了 计算 给 定 多 项 式 的 判别 矩阵 及 其 顺序 主子 式 ( 即 该 多 项 
式 的 判别 式 序列 ) 作者 用 MAPLE 编 了 一 个 很 短 的 通用 程序 , 不 妨 
叫做 DISCR. 


discr:-proc(poly,var) 

local f,g,tt,d,bz,i,ar,j,mm,dd: 
:=expand(poly) : 
:=degree(f,var): 
:i-tt*var^d + diff(f,var): 
with(linalg): 
bz:=subs(tt=0,bezout (f,g,var)): 
ar:=[ ]: 
for i to d do 


办 只 hh 
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ar:-[op(ar),row(bz,d*i-i..dti-i)] od: 
mm:-matrix(ar): 
dd:=[ J: 
for j to d do 
dd:=[op(dd) ,det (submatrix(mm,1..j,1..j))] 
od: dd:-map(primpart,dd) 
end: 
当 我 们 键入 “discr (f(x) 20^, 该 程序 输出 的 “mm” 就 是 (m) 
的 判别 矩阵 discr(f); 而 “dd” 就 是 f(z) 的 判别 式 序 列 Dy,---, Da, 
某 些 项 可 能 相差 一 个 正 的 倍数 . 
先 考虑 -- 个 较为 容易 的 例子 ， 
[P1] 设 f(x) =z” 一 z 十 1, 试 求 其 实 根 个 数 . 
程序 DISCR 给 出 f(x) 的 判别 式 序 列 的 符号 表 为 : 


(1,0, 0,0,0,0, 0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, — 1, 1]. 
符 导 修订 表 则 为 : 
[1,—1,—1,1,1,—1,—1,1, 1, —1, —1, eas cess ee Re ł,—1, -1, H]. 


其 变 号 数 是 10, 所 以 f(z) 有 10 AHP, MA EHR. 
[8/2] 求 下 列 多 项 式 的 实 根 和 虚 根 的 个 数 和 重 数 : 


f(z) = 218 ror — 31* 35 H at 29-327 £ 3z — 1. 
由 程序 DISCR 给 出 的 f(x) 的 判别 式 序列 的 符号 表 是 : 
[1, 1, —1, —1, —1, 0, 0, 0, ~1, 1, 1, 71, —1, 1, —1, —1, 0, 0], 
故 其 符号 修订 表 为 
SG d 1,—1,—1, 1,—1,—1, 0, 0J, 


它 的 变 号 数 为 7 且 最 后 两 项 为 0. 根据 我 们 的 判 准 , f(z) 应 有 TM 
相 蜡 的 虚 根 和 两 个 相 异 实 根 ; 仍 据 判 准 进一步 分 析 ( 即 讨论 了 与 
F 的 最 大 公 因 式 2? -2+1) 可 知 其 中 有 一 对 虚 根 是 二 重 的 - 
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[5/3] 设 二 元 多 项 式 
g(x,y) = zê — z^y? — z?y* + y9 — 24 4 322y2 — yt 32 — y? 41, 
求证 (VeVy) o(z,y) > 0, 即 它 是 正 半 定 的 . 

这 问题 曾 被 不 同 作者 以 不 同方 法 讨论 过 i59l. 我 们 的 解法 是 : 
先 将 glx,y) 看 作 是 y 的 多 项 式 而 x 作为 参数 , 这 时 程序 DISCR 
给 出 的 判别 式 序列 (经 因 式 分 解 后 ) 为 


1, z?°+1, (z? +1) (4z* — 72? 4 4), 

— (82*—92? + 8) (421 — 72? +4) (z - 1) (z +1)’, 
x? (32a* — 61a? +32) (82* — 92? +8) (z — 1)* (e - 1)*, 
—z* (x? + 1) (3224 — 612? + 32)" (z ~ 1 (2 4 19. 


BU A4Axr*—T7z7--4, Brt- 9x? 48, 32x4 — 612? 4- 32 都 没有 实 
根 从 而 是 严格 正定 的 .这样 , 当 z 40,2 ALLA, AAFAA 
的 符号 表 是 

fi, 1, 1, —1, 1, -1], 
其 变 号 数 为 3, 这 时 glr y) 作为 y 的 多 项 式 没有 实 根 ， 即 当 z 关 0， 
z # +1, 必 有 gie, y) > 0, 从 而 


(væYy) g{z,y) 20. 


[ 例 4] 
(Vz) 2f T+ar +br+c>oO, (52.1) 


ARS a, b,c 所 应 满足 的 条 件 . 
Xt f(z) = a? + az? -- be +c, 则 上 述 问 题 等 价 于 求 f(z) 没有 
实 根 或 各 实 根 的 重 数 都 是 偶数 的 条 件 ， 此 时 


6 0 0 0 2a b 

0 O 0 —4áa -B5b -—6c 

0 0 —4a —hb -6c 0 

0 -4a -—5b 一 fc 0 0 

2a —5b -6c 0 2a? ab 

b —6c 6 0 ab b? ~ 2ac 


diser( f) = 
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程序 DISCR 给 出 f(z) 的 判别 式 序列 如 下 (每 项 可 以 各 自 去 掉 任 
BRAT, 不 影响 结果 ): 


1, 0, 0, a, Di, Dh, 
其 中 
D; = 256a° + 1728a?c* — 5400ab? c + 18758", 
Di = 一 46656c5 ~ 13824a?c? + 43200a?b? c? — 22500abfc 
—1024a*c + 256a? 5? + 312509. 


这 样 (52.1) Pe SRLS PRR CRY 


(1) Dg< OAD, >0, 

(2) Dg<OAa>0, 

(3) Dg= OA DE ^0, 

(4) DJ =OADE=OAa>0), 

(5) Di =0A D; =0Aa <0 E; >0, 
(6) DL:-0^DL-20^a-0, 


其 中 Ef = 25b? 一 96ac 是 As( f} = 4az? + 5bz -+ 6c AY A) RK. 


类 似 于 本 例 , 可 以 顺利 解决 本 童 引言 中 提 到 的 关于 四 次 多 项 
式 保持 正 半 定 的 条 件 问题 ， 作 为 一 个 练习 , 请 读者 完成 . 


[ 例 5] 一 般 五 次 方程 
85 二 项 十 Dr2 十 gz 十 Pr 十 3 


的 实 根 个 数 ( 依 其 恒 数 } HDR. 
不 同 于 上 例 , 下 表 中 右边 花 括号 内 所 列 是 相应 情况 下 各 相 漠 
实 根 的 重 数 . Hig (3, 1, 1} 表示 有 一 个 3 重 实 根 和 两 个 单 实 根 . 
{1) Ds>OADs>0AD3>0AD2>0, {1,1,1,1,1} 


(2) Ds>QA(D,<OVD3<OV D2, <0), {1} 
(3) Ds <Q, {1,1, 1} 
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(4) Ds =OAD, > 0, {2,1,1,1} 


(8) Ds =OAD, < 0, {2,1} 
(60 Ds —0^D4—0A Ds » 0^ Es £0, {2,2,1} 
(7) Ds =0AD,=0A D; > 0A Ep —0, {3,1,1} 
(8) Ds =0ADa=0A D3<0AE, <0, {i} 

(9) Ds =OA Da =0AD 3 < 0^ E; —0, (3 


(10) D; =OAD,=0AD3=0A Dy 0^ F £0, {3,2} 
(11) Dg =0AD,=0AD3=0AD, #0AF —0, {4,1} 
12) D; —-0A^D4 = 0A Da —0A D; =0, (5) 


Da = —~p, 

D; = 40rp — 12p? — 4547, 

D4 = 12ptr 一 4p392 + 117 prq? — 88r?p? — 40gp?5 + 125ps? 
-214* — 300grs + 160r3, 

Ds = —1600gsr? — 3750ps?q + 2000ps?r? 一 4p3g272 + 16p393s 
—900rs?p? + 825g9?p?s? + 144pg?r3 + 2250g?r5? 
十 16p473 + 108p5s2 — 128r*p? — 27gtr? 十 108g55 
+256r° + 312584 — T2p*rsq + 560r?p?sq — 630prq?s, 

Ez = 160r?p? 十 900g?r? — 48rp* 十 60g?g?r + 1500rpsq 
十 16g2p4 一 1100gp? s + 625s2p2 — 3375435, 

Fa = 38° — 8rp. 


iE: 情况 (2) 对 应 于 有 一 个 单 实 根 和 四 个 互 异 的 虚 根 ; 情况 


(8) 对 应 于 有 一 个 单 实 根 和 一 对 二 重 的 共 罗 虚 根 . 单 就 实 根 分 类 来 
说 , 它们 是 没有 区 别 的 . 


8 53 六 次 多 项 式 根 的 分 类 


HET] 852 中 给 出 的 显 式 羯 准 对 于 所 有 高 次 参 系 数 多 项 式 是 完 


备 的 , 从 理论 上 讲 可 以 7 次 , 8 次 , …, 一 直 作 下 去 . 然而 随 着 次 数 
的 增加 , 有 关 的 判别 式 序列 的 计算 复杂 度 增长 极 快 ， 对 一 般 6 次 
多 项 式 的 根 的 分 类 , 已 不 适合 $52 中 对 5 次 多 项 式 所 采用 的 那 种 
叙述 方式 ， 对 于 更 高 次 数 的 情况 , 还 可 以 采取 所 谓 “lazy 策略 ", Bj 
对 所 得 的 行列 式 序列 不 作 展 开 . 
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i ge = a9 + prt c qz? tre? sm t. & he 表示 gs 与 gele) 
的 最 大 公 因 式 . RS ke 表示 hg 与 helr) 的 最 太公 因 式 ， 

FHAH ge 的 实 根 ( 兼 及 虚 根 ) 依 其 重 数 的 详尽 的 分 类 表 . 
共 分 23 种 情况 ， 这 个 分 类 完全 由 ge. he 和 ke 的 判别 式 序列 的 符 
号 修订 表 所 确定 ， 这 些 判别 式 序 列 均 属 于 ge 的 “完全 判别 系统 ”， 
这 一 兰 定 实际 用 到 17 个 (以 gs 的 系数 pau rs t 为 变 元 的 ) 多 项 
X. 其 中 5 个 是 平凡 的 (它们 恒 为 1 ). 


1. 11,1, 1,1, 1.1}, Bp 95 有 6 个 相 异 实 根 ， 当 且 仅 当 其 符号 收 
订 表 为 和 1,1,1,1,1,1]. 


2. {1,1,1,1}, BB. ge 有 4 个 单 实 根 , 当 且 仅 当 其 符号 修订 表 为 
下 列 之 一 者 : 

OS E We E E I Sha ie a: 

[1,1,1,1,—1,—1h, f1, 1,1,1,1, —1]. 

3. {1,1} (AA 2 个 单 实 根 ) 市 且 没有 点 的 重 根 , 当 且 仅 当 其 
符号 修订 表 为 下 列 之 一 者 : 


[1,—1,1,1,1, 1} [1,—1,—1,1, 1,1], (1, —1, —1, —1, 1, 1j, 
[1, 一 3 —1,—1,—1, 1], [2, 2, —1, 1, 1, 1], [2, 1, —1, 72, 1,1], 
[1,1, 21, 21, 21, 1, [1,1,1,~1,14, 1, {i L1 ,-1 71,1], 


[Ua 1:1, 1,4]. 


4. () (ALR) 而 且 没 有 虚 的 重 根 , 当 且 航 当 其 符号 修订 表 为 
下 列 之 一 者 : 

[1, —1, 1, -1, 21, 21], [1, 1, 1, 1, —1, — 1], [2, —1,1,1,1, —1}, 

[i =1, 511.3. 1] fl, odi, 1,1, 1,11] 1,1, 513. 1], 

(,1,-1,1,—51, —1], 1,1, 21,11, —3], [5, 3, 21, -3, , — 1, 

[5 51,1 1f. 

5. (1,1, 1,1,2), 即 ge 有 4 个 单 实 根 和 1 个 2 重 实 根 , SHE 
当 其 符号 修订 表 为 11,1,1,1,1,0]. 
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6. {1,1,2}, 即 % 有 2 个 单 实 根 和 1 个 2 重 实 根 , 当 且 仅 当 其 
符号 修订 家 为 下 列 之 一 者 : 
[i, ^1, -1, 一 —1,0], [1, 1, —1, —1, —1], (1, 1, 1, -1, 1], [1, 1, 1, 1, -1.. 
7. {2} {只 有 17 2 重 实 根 ) 而 且 没 有 虚 的 重 根 , 当 且 仅 当 其 
符号 修订 宸 为 下 列 之 一 者 : 


fi 1: 1,1,1,0} 5 —1, —1, 1,1,0), [1, —1, -1, ~1,1,0], 
i 1, -1, 1, 1,0), f1, I, -1, -i, 1,0], [1, 1, 1, -i, 1,0]. 


8. {1,1,2,2}, BB ge 有 2 个 单 实 根 和 2 个 2 重 实 根 , HAR 
其 符号 修订 表 为 [1,1,1,1,0,0] 同时 he 的 符号 修订 表 为 [1 1]. 


9. {1,1,1,3}, BD gs 有 3 个 单 实 根 和 1 个 3 ERR, 当 且 仅 当 
其 符号 修订 表 为 {1,1,1,1,0,0] 同时 he 的 符号 修订 表 为 [1,0]. 


10. (2,2), 即 g 有 2 个 2 BER, 3HDUAR TES IGITAR 
为 下 列 之 一 : [i,~1,—1,—1,0,0],{1,1,—1,—1.0,0],[1,1,1,—1,0,0]), 
同时 he 的 符号 娩 订 表 为 [1 T]. 


11. (1,3), HI. gc A 1 个 单 实 根 和 1 个 3 重 实 根 , 当 且 仅 当 其 
符号 修订 表 为 下 列 之 一 : [1,-1,-1,-1,0,0], [2,1, -1,-1,0, 0}, 
[21,2,1, —1,0,0], 同时 hg 的 符号 修订 表 为 [1,0]. 


12. (1,1) (gs 只 有 2 个 单 实 根 ) 但 有 虚 的 重 根 , 当 且 仅 当 其 符 
号 修订 表 为 下 列 之 一 : 1, 71, -1, 71, 0,0], [1, 1, —1, —1, 0,0], 
n. 1,1, -1, 6,0}, 同时 he 的 符号 修订 表 为 [5 -4J. 
13. ( ) (ge 无 实 根 ) 但 有 2 个 2 EER, 当 且 仅 当 其 符号 修订 
表 为 下 列 之 一 者 ; 
(1, 21,1,1,0,0], [1, —1, —1,2,0,0], [1, 1, —1, 1, 0,0]. 
为 [1.1,1,0,0,0] 同时 hg 的 符号 修订 表 为 [1, 1, 1]. 
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15. {1,2,3}, Bl go 有 1 个 音 实 根 ,1 2 重 实 根 和 1 个 3 重 实 
根 ， 当 且 私 当 其 符号 收 订 表 为 {1, I, 1,0,0,0] 同时 he 的 符号 修 订 表 
为 [1,1,0]. 


16. {1,1,4}, Wl ge A 2 个 单 实 根 和 1 个 4 重 实 根 , SARS 
其 符号 修订 表 为 [1, 1, 1,0,0,0] 同时 hg 的 符号 修订 表 为 [1, 0, 0]. 


17. {4}, 即 g 有 1 个 4 重 实 根 , 当 且 仅 当 其 符号 修订 表 


为 [1,-1,-1,0,0,0] 或 [1,1, —1,0,0,0], 同时 he 的 符号 修订 表 为 
(1,0, 0]. 


18. (2) (ge 有 1 个 2 重 实 根 ) 并 有 2 个 2 重 虚 根 , OS EL DU 


其 符号 修订 表 为 [1, 一 1, 一 1,0,0.0] 或 [1,1, 21,0,0,0], 同时 he 的 符 
号 修订 表 为 [L —1,—1] 或 [1,1, —1]. 


19. {3,3}, Bl gs 有 2 个 3 BTR, 当 且 仅 当 ge 的 符号 修订 表 
为 [1,1,0,0,0,0], hg 的 符号 修订 表 为 [1,1,0,0], 同时 ke 的 符号 修 
iE (1, 1]. ' 


20. (2,4), El go 有 1 个 2 SE SEHR RI 1.7 4 EXIN, 当 且 仅 当 
96 的 符号 修订 表 为 [1, 1, 0,0, 0, 0), he 的 符号 修订 表 为 [1, 1,0, 0], [8] 
时 ke 的 符号 修订 表 为 1,0]. 


21. (1,5), Bl go 有 1 个 单 实 根 和 1 个 5 重 实 恨 , 当 且 仅 当 ge 
HEERA (1,1, 0,0, 0,0) 同时 he 的 符 导 修订 表 为 [1,0,0,0]. 


22. ( ) (gs 无 实 根 ) 但 有 2 个 3 重 虚 根 , 当 且 仅 当 其 符号 修订 
XS [1, —1,0,0,0,0]. 


23. {6}, ge 有 i 个 6 重 实 根 , 当 且 仅 当 其 符号 修订 表 为 
(1,0, 0,0, 0, 0]. 


47? 


按 定义 , ge 的 判别 式 序列 {DPi…,Dsl 由 DISCR 程序 给 出 : 
Di = 1, Dy =P, 
D, = Arp — 8p? — 274°, 


D, = 32 p*r — 12 p3q? + 96 p?t + 324 prq? — 224 r? p? — 288 ptr 
—120 qp?s + 300 ps? — 8194 + 324 tq? — 720 gsr + 384 r?, 


Ds = -Ap*q*r? — 1344 ptr? + 24 p*q? t + 144 pg?r? + 1440 ps?7? 
+162 g*tp — 5400 rts? + 1512 prtsq 十 16p4r3 — 192 p*t? 
+72 p's? — 128 rp? + 256 r5 + 1875 5* — 64 p*rt + 592 ptr? 
+432 rt?p? — 616 rs?p? — 558 q7p? 5? + 1080 s7tp? 

— 2400 ps*q — 324 pt?q? — 1134 tag? + 648 q? tr? 

+1620 g?s?r — 1344 gsr? + 3240 qst? + 12 p? q? s — 1296 pt? 
—27 qtr? + B1 g's 4- 1728 t?r? — 56 p*rsq 

一 72 p?tsq + 432r? p^ sq — 648 rq?tp? — 486 prq?s, 


Dg = —32400 ps?t3 — 3750 pqs” + 164? ps3 — 8640 g? p? 1? 

十 825 g?p? s* + 108 g*p?t? + 16 r?p*s? — 64 r*p*t 一 4352 r3 p32? 
十 51272p5t2 + 9216 rp*t? — 900 rp? s* 一 17280 t3 p?r? 

— 192 t?p* s? + 1500 tp? st — 128 r*p?s? 十 512 y5p?t 

+9216 rpt? + 2000 r?s*p + 108 s4p5 — 1024 pêt? — Ag? p? r?s? 
—13824t*p* + 16 g2p3r3t + 8208 q?p?r?t? — 72 q3 p) str 

+5832 q* p? st? + 24 g?p*is? — S76 q? p*t?r — 4536 q? p? s?tr 
—72 rp*qs? + 320 r?p*qsi — 5760 rp?qst? — 576 rp>ts? 

二 481672p3s2t — E20 tp?qs? + 46656 t? p? gs — 6480 12p?s?r 
‘+560 r?gp? s? — 2496 r3gp* st — 3456 r?qpst? — 10560 r*s?pt 
+768 sp?t?q + 19800 s?rqpt + 3125 s9 — 4665619 — 13824 1323 
+256 r?s? — 1024 rôt 十 62208 prt* + 108 的 ss — &T48 gtt? 
+729 q?t? + 34992 q?t* — 630 prq! s? + 3888 prq?t? 

+2250 rg?s* — 4860 prq*t? — 22500 rts* + 144 pr?q?s? 

—576 pr*q?t — 8640 r?g?t? + 2808 pr?g? st 十 21384 rg? st? 
—9720 r?q? s?t — TT160 rigs + 43200 r?t?s? — 1600 r?g5? 
+6912 r*gst — 27540 pq?t? s? — 27 gtr?s? + 108 gtr3t 
—A48 q^ str + 162 pg*ts? — 1350 g*ts* 十 27000 s?qt?. 


在 表 列 情况 8 ~ 13 B, hs 是 一 个 2 次 多 项 式 , 它 的 判别 式 序 
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列 经 计算 (可 由 DISCR 程序 给 出 ) 为 : 
gi? zd 


Ei? = (—4prq + 24p*s + ABqpr? — 172rp?s — 36qp^t + 180stp ~ 27rq* 
十 12692ps — 225s29 — 216trq + 240s7?)? — (—12p%q? + 32p*r 
4+96p%t -+ 324prq? — 224r2p2 — 288ptr — 120gp? s + 300ps? 一 8194 
+324tq? — T20qsr + 38473)( 一 49p33 十 64pat + 48rpsq — 384rp?t 
一 20s2p2 一 27935 + 324g? tp — 540tsq + 5T6tr?). 


在 上 列 情况 14 ~ 18 中 , hs 是 一 个 3 次 多 项 式 , 它 的 判别 式 序 
列 可 由 DISCR 程序 给 出 : 


pO =l; 


E? = —22rpë + 12g2p 十 288p4t 十 96r2p3 — 4809p8s 十 36rp?q? 
-H300s?p? — 864rp?t + 9729?tp + 360rpsq ~ A327?q? 一 1215q?s, 


EL? = 6561007? 5245 ~ 512r3p? — 2460375455? — 14348907966? 
— 1728s °p}? 十 373248p6t3 + 54000p5 s* + 291600p4s? 2? 
—99202. 2p?g*t? — 129600p9 s3g + 144r?p54? — 432p sq? 
15184r^p*q? — 2519424r?g^1 + 13824p8 r?t + 1728p8 r8? 
F14256p' s?q? 十 13968p9 77s? — 124416p't^r + 77760p' s?t 
—4199040pr?tg? s + 12967 q? sr + 44064p'tg^r — 13536p* r?sq 
—108864p*tsg — 11664p99*t 一 41472p9r?t — 166795259179? 
十 373248p5t2r2 + 64152p*9* 9? — 1119744p*t?r 
+1259712p3q7t3 + 455625p7q?s* + 155520p5r?tq? 十 1536r*p" 
十 1728p9rsd + 106288204? str + 616896p9rtsq — 11664p^ q?ts 
—84888p?rq?s? + 12096p*r3 sq + 583200p?st?g — 298080p? s?tr 
—31104p*r? =q? — 52488p*rq*t + 6018624p!g?t?r 
—637632p*r^tsq + 178200p*rs?q + 272160p5r297 s? 
—933120p? r?:9g? + 5161320p?g?trs + 729000p?195? 
—2799360p3r51?g 二 708588p205ts — 43740p? g*rs? 
4-23328p?r?q? s + 2361960p?g? st? 一 874800p? g?rts? 
—3359232p?r?t?g? — 314928p?r?q*t + 17006112pg*t?r 
—2952450pq*ts? 4-1093500pg*rs? — 1195560pg? t5? 
—1239300p?g? s3. 
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在 上 列 情况 19. ~~ 22. 中 : ha Be PA BN, 它 的 判别 式 
序列 可 由 DISCR 程序 给 出: 


E =1, 2:5 = 27g? — G4rp. 


ES? = 144r?g? — 4059*s — 648g^tp — 51273p 
41680rpsq + 1526rp?t — 1800s? p?, 


I2 = 110592t5p? 一 103680sp?t?q + 1458097 str -- 40509? tps? 
+93312q7t? pr 十 13500rps?g + 86400rp^ts? — 51600r2psqt 
-9004?r?s? — 345697978 .. 33754958? — 1968392? 
—13728r?p?t? 一 3200r? ps? + 12288r!pt — 1687557 p". 

在 上 列 情 况 19. ~ 20. 中 , kc 是 一 个 2 DUE sS. 它 的 判别 武 
序列 经 计算 为 : 
Fi =1, 
F, = ~4096rp*t + 12005?p? — 160rpsq + 1728g?tp + 48r*q? 
—135g?s. 
fA RECS AER) 4 BREDA, RIIS CAE Wed FER 
尚 无 人 给 出 显 式 判定 的 一 个 问题 : 为 了 使 


(V2) ga =f + px*-- qax! rz? tsr+t>0 


成 立 , p, q, v. s: 二 应 满足 什么 样 的 充分 必要 条 件 ? 

TR dS E18 85 5 2E. gs 没有 实 根 或 只 有 偶 重 实 根 (BB. ge EE 
FE) 的 充分 必要 条 件 是 : 其 判别 系统 的 符号 修订 表 属 于 上 表 中 
第 4, 7, 10,13, 14, 17, 18, 20, 22, 23 等 10 种 情况 之 一 . 
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一 个 实 系数 的 多 项 式 fir) YR 稳定 的 , 如 果 它 的 根部 位 于 
(SF Bj) 左 半 平 面 , Bn 
fA) =0ASe+i8, => a<0. 


iib 


这 个 术语 源 自 微分 方程 的 理论 ， 在 微分 方程 中 有 一 个 关于 动 
力 系 统 (可 以 广泛 地 型 解 为 力学 的 ,物理 的 ,技术 的 或 经 济 的 体系 ) 
在 平衡 位 置 附近 蚌 渐 近 和 检定 的 下 述 汶 别 法 著 是 给 定 的 常 系数 
AY n. 阶 线 性 微分 方程 的 特征 多 项 式 , 则 对 和 任 一 根 A 我 们 有 

lim ext -= 0. 
tT--* x. 
这 意味 着 的 实 部 为 负 . 

这 就 引出 了 一 类 特殊 的 局 部 化 问题 , 叫做 路 西 (Routh)- $8 
HES (A.Hurwitz) 问题 , 它 问 如 何 直 接 从 系数 去 确定 多 项 式 是 否 稳 
SE. 对 和 任意 的 n, 这 个 代数 问题 是 1895 年 解决 的 . 经 典 的 结果 是 : 

定理 1 (路 西 - 赫 尔 维 茨 定理 ) 一 个 实 系数 多 项 式 


h(z) = coz" + cuz? 1 ob es, co > 0, 
是 稳定 的 , MU HA BIB PRSE: 


D >0 >0,---. Fa >00. (54.1) 


Cl Co 0 0 ü 0 0 
C3 ty Ci Co 0 0 0 
Cs CA C3 eg ey ca 0 
C7 CE cs C4 C3 C3 


v 一 
c 


Cok 1  C2k-2  Cok-8  Cak—4  Cak-5  Cok-á `U Ck | 


4 BAUGH, 如 果 A) 是 稳定 的 , 那么 它 必然 是 一 些 形 姐 za 
和 z22+az+uw 的 因子 的 习 积 , AH u> 0v > 0w > 0 这 就 意味 
着 稳定 多 项 式 的 所 有 系数 都 是 正 的 : 


cı > 0, ca > 0, 6, > ©. (54.2) 
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这 样 一 来 , 条 件 (54.2) 对 A(z) 的 稳定 性 是 必要 的 .尽管 对 稳定 性 
而 言 (54.2) 不 是 充分 的 , 但 是 利用 条 件 (54.2) 可 以 把 (54.1) 中 的 
行列 式 减 少 一 半 . 这 一 点 很 有 实用 价值 , 因为 计算 行列 式 是 一 件 比 
较 繁 重 的 事情 ， 

[ 例 ] 车 n= 2, 则 不 等 式 组 石 > 0 > 0 等 价 于 最 简单 芍 
不 等 式 组 : cl 0 和 ea > 0. 这 个 结论 也 可 自 接 从 二 次 方程 的 求 
根 公 式 看 出 来 . 

Eon = 3, 则 判别 法 化 为 不 等 式 c1 > 0,c2 > g,cs > 0 和 
cice > €3, 因为 我 们 有 Ts = ca(c1c2 一 ca). 

在 很 多 情况 下 我 们 要 判定 复 系数 多 项 式 的 稳定 性 . Whiz) 是 
一 个 复 系 数 多 项 式 , IB EDO hi- z), 我 们 把 它 写 为 形式 : 

h(i- z) = hy(z) +i- halz), 
其 中 
hi(z) = boz” + biz?! + bb, 
halz) = aoz" + ajz”! +--+ as, 


是 两 个 实 系数 多 项 式 ， 如 下 判别 法 成 立 : 


定理 2 设 
Q0 à; 902 c: 95 
bo by b © ba 
Qo Ql © Gn-1 Qn 
Ws] elle 
a a `> Ay 
bo by oo bs 


则 A(z) 是 稳定 的 , 当 且 仅 当 M. 的 各 偶 阶 顺序 主子 式 都 大 于 0. 
最 后 , 我 们 介绍 关于 多 项 式 稳定 性 的 一 个 近期 的 工作 . 
考虑 复 系数 多 项 式 f(z), 我 们 把 它 写 为 形式 : 


fiz +i y) = file, y) +é- folz y), 
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其 中 fiu) Roy) 部 是 关于 ry 的 实 系数 多 项 式 , 把 它们 看 
作为 y 的 多 项 式 .表示 如 下 ， 


fi(z.y) = coy" oy"! 十 二 cm 
falz, y) = Boy" + By beo Bas 


其 中 aj, be 都 是 关于 c 的 实 系 数 多 项 式 . 
E35 设 


R(x) = res( fi, fa, Y) 


WW f(z) 是 稳定 的 SAMY R(z) 的 常数 项 不 等 于 0 E R(z) 的 所 
有 系数 有 相同 的 符号 ， 

这 个 结果 是 笛 卡 尔 符号 法 则 和 下 述 定 理 的 一 个 推论 : 

READ f(z) 是 稳定 的 , 当 且 仅 当 R(x) 的 所 有 实 根 都 是 负 
的 . 

最 后 这 个 定理 的 充分 性 是 显然 的 ; 往 证 必要 性 : f(z) RE, 
nhs Rí(z) 有 一 个 非 负 实 根 zo. Et fi (zo, y) BI falto, y) 必 有 公 
共 根 yo, go: 

Yo=at+i-b, Fo=a—i-b, 
其 中 a,b 都 是 实数 ， 因 此 
f(zo — b i-a) = f(zo - b 1:2) — 0, 


这 就 是 说 , 无 论 ”的 到 值 如 何 , f(z) 必定 有 一 根 其 实 部 非 负 ; 这 与 
f(z) BEF. 


1 本 书 所 载 属于 作者 的 工作 , 是 在 国家 仪 登 计划 , 八 六 三 高 技术 项 目 , 国家 自然 
科学 基金 , 中 国 科学 院 专 项 经 费 积 国际 理论 物理 中 心 {ICTP) 的 资助 下 完成 的 . 
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附录 A FA MAPLE 实 现 的 WR 程序 


with(linalg): 
wr:=proc(flist ,vlist,g) 
local ff,d,s,81,52,f,x,g1,plist,i,j,«, 
pa.p,q,plist,qglist,v1,v2,h: 
ff:-[flist]: d:=[ 1: pq:=f 1: 
si:=1: s2:=1: s:=0: uset:={}: 
for i to nops(flist) do h:-flist[il: 
uset:-uset union indets(h) od: 
uset:-uset minus convert(vlist,set): yb:={}: 
for i to nops(flist) do 
if degree(flistíi],vlistiil)?1 then 
yp:=yb union (vlíst[i]) fi: od: 
gi:-lprem(flist,vlist,g): 
while si«-82 do plist:-ff[s1l: 
if not(nops(uset)-0) then 
v2:-uts(plist,vlist,uset,gi): 
if v2-0 then if s2>1 then yb:={}: 
for i to nops(plist) do 
x:-op(i,vlist): f:-op(i,plist): 
if degree(f,x)>1 then 
yb:zyb union {x} fi: od: 
yi:-lprem(plist,vlist,g1): 
y2:*res(plist,vlist,vi): 
else vi:-lprem(plist,vlist,gi): 
v2:=res(plist,vlist,v1): 
fi: fi: 
else if s2>1 then yb:={}: 
for i to nops{plist) do 
x:cop(i,vlist): f:-op(i,plist): 
if degree(f,x)>1 then 
yb:=yb union {x} fi: od: 
vi:;-lprem(plist,vlist,g1): 
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v2:-res(plist,vlist,vi): 
else vi1:-lpren(plist,vlist,g!): 
v2:-res(plist,vlist,vi): fi: fi: 
if (not(vi-O))and(v2-0) then 
print('The ascending chain can 
be decomposed into...'): 
h:-wdc(plist,vlist,vi): 
p:7h[1]: k:=h(2]: p:=plist[k]: 
x:-vlistík]: f:=sprem(f,p,x,’h’,’q’): 
q:=primpart (q,vlist): s2:-s241: s:-sti: 
plist:=subsop(k=p,plist): glist:=subsop(k=q,plist): 
ff:=subsop(si=plist,ff): ff:=[op(ff) ,qlist]: 
pq:=[op(pq), fk,p,q]]; 'f/.k.'1':-2p;i'f'.k./2':7q; 
print('fí.k.'1:-'(p)) ;print('f'.x.'2:5' (9); 
if s2»s141 then ki:-si: k2:=s2: fi: 
else print('k** (6.51.5) xoxo!) : 
d:-[op(d2,[vi,v2]]: h:=[ 1: 
for i to nops(vlist) do k:-0: 
for j to s do if i-op(1,pq[j]) then 
if op(i,plist)-op(2,pq[j]) then 
h:=[op(h) ,*f[5.i. 1] 4]: kisi: 
elif op(i,plist)-op(3,pq[j]) then 
h:=[op(h),‘f{[‘.i.‘2]‘]: k:si: 


fi: fi: od: 
if not(k=i) then h:-[op(h),'f[*.i.']1*] 
fi: od: 
print(h): 


if not(op(2,d[s1])-0) then 
print('The final resultant is not zero.‘): 
elif op(i,d[s1])-0 then 
print(‘The final pseudo remainder is zero.*) 
fi: si:-si*1: fi: od: 
[ff]: 
end: 


lprem:-proc(flist,viist,g) 
local f,h,i,m,n,x,y: 
h:=primpart(g,vlist): y:-yb: 


for i from nops(flist) by-1 to 1 do 
f:-flist[i]l: x:-vlist[i]: 
n:-degree(f,x): m:-degree(h,x): 
if not (n=0) and not(n»m) then 
if i>t then h:-prem(h,f,r): x:-vlist[i-11: 
if degree(h,x)>1 then y:-y union {x}: fi: 
h:=primpart (h,y): 
else h:=prem(h,f,x): h:=primpart(h,vlist): 
fi:fi:od: 
h: 
end: 


res:-proc(flist,vlist,g) 

local i,f,h,x: 

h:=g: 

for i from nops(flist) by-1 to 1 do 
f:-flist[il: x:=vlist [il]: 
if not (f=0) and(degree(h,x)>0) then 

h:=resultant(h,f,x): h:=lprem(flist,vlist,h): 

fi:od: 

h: 

end: 


subres:-proc(f,g,x,k) 
local i,j,t,r,m,n,a,b,s: 
if k=0 then s:=resultant(f,g,x): 
else n:-degree(f,x): m:-degree(g,x): t:=mtn: 
a:=array(1..t,1..t): a:-sylvester(f,g,x): 
r:em*n-2*k: b:-array(1..r,i..r): 
for j to t do for i to t do 
if (j<=r)and(i<=m-k) then bfi,j]:=ali,ji: 
elif (j<=r)and(i<=t-k)and(i>m) then 
b[i-k,j]:-a[i,j]: 
fi: od: od: s:-det(b): fi: 


submix:-proc(f,g,x,k,d) 
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local i,j,t,r,m,n,a,b,s: 
if k=0 then s:=resultant(f,g,x): 
else n:-degree(f,x): m:-degree(g,x): t:-m*n: 
a:;-array(1..t,1..t): a:=sylvester(f,g,x): 
r:-mtn-2*k: b:-array(i..r,1..r): 
for j to t do if not(j-t) then for i to t do 
if (j<=r~-1)and(i<=m-k) then b(i,jl:-a[i,j]: 
elif (j<=r-1) and(i<=t-k)and(i>m) then 
b[i-k,j]:-a[i,j): fi: od: 
else for i to t do if i«-m-k then 
b[i,rl:-a[i,t-k-d]: elif (i«-t-k)and(i»m) then 
b[i-k,r]:-a[i,t-k-d] fi: od: 
fi: od: s:=det(b): fi: 
8: 
end: 


uts:-proc(plist,vlist,ulist,g) 
local m,n,f,flist,h,u,u1,p,i,j,V,r,X: 
m:-nops(ulist): n:-nops(plist): f:-array(1..n): 
ulisti:-[-1,-2,1,2,-1,0,1,-1,0,1,-1,0,1, 
-1,0,1,-1,0,1,-1,0,1]: h:=g: 
for j to m do u:=op(j,ulist): 
u1:-op(j,ulisti): h:=subs(u=ui,h): od: 
h:=primpart(h,vlist): r:=1: 
for i from n by-1 to 1 do if not(r-0) then 
p:=op(i,plist): if not(p-0) then 
x:-op(i,vlist): for j to m do 
u:-op(j,ulist): ui:-op(j,ulist1): 
p:=subs(u=u1,p): od: 
if not(p=0) then 
r:sprem(1,p,x3): f[il:-primpart(p,vlist): 
else r:-0: fi: else f[i]:-0: fi: fi: od: 
if r=0 then h:-0: else flist:=convert(f,list): 
h:-res(flist,vlist,h): fi: 
h: 
end: 


wdc:-proc(flist,vlist,g) 


local f,h,x,hlist,r,S,u,v,t,d,p,q,i,k: 
hlist:=flist: h:-g: v:=0: 
for i from nops(flist) by-1 to 1 do if v=0 then 
f:=blist [i]: x:=vlist(i]: n:-degree(f,x): 
m:-degree(h,x): t;-min(m,n): 
hiist:-subsop(i-O,hlist): r:-0: 
for k from 0 to t do if r-O then s:=subres(h,f,x,k): 
if not(s-0) then p:-lprem(hlist,vlist,s): 
if not(p-0) then d:=k: ri=i: fi: fi: fi: od: 
if not(r=0) then q:-uts(hlist,vlist,uset,p): 
if q-0 then q:-res(hlist,vlist,p): fi: 
if not(g-0) then t:-s*x^d: 
for k from 0 to d-í do 
t:-t*submix(h,f,x,d,k)*x^k: od: 
t:=[primpart(t,vlist),i]: v:-i: 
else h:-p: fi: fi: fi: od: 


end: 


附录 B 用 MAPLE 实 现 的 GPS 程序 


with(linalg): 

tsF:-proc(a,b) 

local ret, vr, i, loclst; 

loclst:-tsvar; ret:=1; 

if degree(a)<degree(b) then ret:=true; else i:-1; 

while ((ret = 1) and not(i = i+nvars)) do 

vr:-loclst[i]; dga:=degree(a,vr); 
dgb:=degree(b,vr); if dga<dgb then ret:-true; 
elif dga > dgb then ret:-false; 
else i:-i*i; fi; od; fi; 

if ret-1 then ret := false; fi; 

ret; 

end: 


186 


delz:-proc(v) 

local vv,vvv,i,n; 

vv:-convert(v,'/list'): n:-nops(vv): vvv:-i ]; 

for i to n do if not(vv[iJ=0) then 
vvv:-fop(vvv),vv[i]l: fi: od: 

end: 


readlib(factors): 
gps:=proc(tspist ,tsvlst) 
$t:-time(); npols:-nops(tsplst); nvars:=nops(tsvlst) ; 
tspowers:-array(1..nvars); 
if not(npols=nvarsti) then 
print (‘Number of equations should be number of 
variables plus one‘); else 
tsA:=array(1..npols,1..npols); tsVr:-array(i..nvars); 
for i from 1 to nvars do lcvr:-op(i,tsvlst); 
ts¥r[iJ:sts.levr.r od; tsVrlst:-convert(tsVr,líst); 
# Setting up the first row of the matrix. 
for i from 1 to npols do tsA[i,i]:-op(i,tsplst); od; 
# Setting up the remaining rows of the matrix. 
divby:-1; for i from 2 to npols do 
subvar:xop(i-i,tsvlst); subby:-tsVr[i-1]; 
for j from 1 to npols do 
tsA[i,j]l:-subs(subvarssubby,tsA[i-1,j]) ;od;od; 
for i from npols by -1 to 2 do 
subvar:=op(i-1,tsvist); subby:-tsVr[i-11; 
for j from 1 to npols do tsA[i,jl:- 
normal((tsA[i,j]-tsA[i-1,j])/(subvar-subby)); 


od; od; 
print (‘Set up the First Matrix‘); 
#Compute the determinant of the matrix ... "dp". 


tsa:-normal(det(tsA)); 
tsdp:-collect(tsa,tsVrlst,distributed); 

print (‘Evaluated the First Determinant‘); 

# Setting up the actual Dixon Matrix. 
tscl:=[coeffs(tsdp,tsVrist,’trs’)]; 

coeffs(collect (tsdp,tsvlst distributed) ,tsvlst,’txy’); 
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tsvar:-tsvlst; nxy:-nops([txyl); 
sxy:-sun(txy[q],q71..nxy); 
txy:-[op(sort(sxy,tsvlst,tdeg))]; 
nrs:-nops(tscl); tsB:-array(1..nrs,1..nxy); 
for i from 1 to nay do trm:-op(i,txy); 
for j from ! to nvars do tspowers[jl:-0; 
while divide(trm,tevlst(jl^(i*tspowers[j1)) do 
tspowers[j]:=tspowers[j]+1; od; od; 
for j from 1 to nrs do 
tsB[j,i):-collect(tscl[j],tsvlst[í1]); 
for k from 1 to nvars do 
tsB[j,il:2collect(tsB[j,il,tsvlstik]); 
tsB[j,il:-coeff(tsB[j,i],tsvlst(k], 
tspowers[k]); 
od; od; od; 
print(‘Set up the Dixon Matrix‘); 
print (‘Doing Gaussian Elimination‘); 
tsC:=ffgausselim(tsB); gps:=multiply(tsC,txy); fi; 
gps; 
end: 


ik: bEEEEARFIH) GPS 程序 ， 若 将 其 第 56 行 中 的 “tdeg” 更 换 
A “plex”, 其 余 不 必 改 动 ， 就 得 到 使 用 纯 字 典 序 的 GPS 程序 . 


附录 C 用 MAPLE 实现 的 WRSOLVE 程序 


readlib(factors): 

with(linalg): 

wrsolve:=proc(fset , var) 

local ff,f,x,c,flist,vlist,gset,hset,hlist, 
h,hi,81,52,1,j,k,t,b,d,n: 

timn0:-time(): results:=[ ]: 

ulist0:=[-1,-2,1,2,-1,-2,1,2,-1,-2,1,2,-1, 

-2,1,2,-1,-2,1,2,-1,-2,1,2]: 
uset:-(): wset:={}: ff:-[fset]: vset:-var: 
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hset :=map(expand,fset): 
for i to nops(vset) do x:=op(i,vset): 
for j to naps (hset) do h:-op(j,hset): 
uset:=uset union indets(h): h:=subs(x=0,h): 
if not(h-0) and (indets(h) intersect vset={}) then 
wset:-wset union {x}: fi: od: od: 
S1:-1: s2:-1: ff:-[hset]: 
while si<=s2 do hset:=ff[s1]:hlist:=convert (Aset,list): 
k:-i: for i to nops(hlist) do h:-hlist[i]: 
if indets(h) intersect vset={} then k:=0: fi: od: 
if k=1 then for i to nops(hset) do h:-hlist[i]: 
if Chastype(h,‘+‘)=false) and (wset intersect 
indets(h)={}) then h:-primpart(h,vset): 
for j to nops(hlist) do if not(i-j) then 
hi:=hlist[j]: hi:-subs(h-0,h1): 
hlist:-subsop(j-hi,hlist): fi: od: 
elif (hastype(h,‘+‘)=false) and 
not(wset intersect indets(h)={}) then 
k:-0: fi: od: fi: 
if k-1 then h:-as(hset,vset): flist:-h[1]: 
vlist:-h[2]: gset:-h[3]: 
if not (gset={}) then t:-tsas(flist,vlist): 
flist:-t[1]: 
if not(t[2]={}) then 
for i to nops(flist) do 
f:-flist[il: 
h:-indets(f) intersect vset: 
if h={} then k:-0: fi: od: 
if k=1 then hi:-dc(flist,vlist,op(t,t[2])): 
for i to nops(hi1) do 
h:-op(i,hi): s2:ss2+1: ff:- 
[op(ff),convert(h,set) union gset]: 
od: k:-0: fi: fi: fi: fi: 
if k-1 then if not(gset-()) then g:-op(t,gset): 
m;-nops(flist): 
for j from 2 to nops(gset) de 
if degree(op(j,gset),vset)«degree(g,vset) then 
g:=op(j,gset): fi: od: 
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hset:=uset minus convert(vlist,set): 
hlist:-flist: h:-fw(flist,vlist,g): flist:=h[11: 
vlist:=h[2]: hset:=uset minus convert(vlist,set): 
h:zwr(flist,vlist,hset,g): 
b:-h(1]: d:sh[2i: n:=h[3]: 
for i to n do 
if not(op(2,d[il)-0) then 
if not(indets(op(2,d[i])) intersect vset={}) 
then hset:-gset minus {g}: 
hset:-hset union (op(hlist),op(2,d[il)): 
82:-s241: ff:-[op(ff),hset]: fi: 
elif op(i,d[i})=0 then 
t:-tsas(b[i],vlist):h:-t[i]l: 
if not(t[21-()) then s2:-s2*1: 
ff:-[op(ff),convert(h,set) union gset]: 
else hset:=gset minus {g}: 
hset:-hset union convert(b[i],set): 
s2:=s2+1: ff:-[op(ff),hset]l: 
for j to nops(vlist) do f:-op(j,b[iD: 
x:-op(j,vlist): ci-ícoeffs(f,x)]: k:=0: 
for k to nops(c) do 
if k=0 then h:=op(k,c): 
if indets(h) intersect vset={} then 
k:=1: fi: fi: od: 
if k=0 then 
fset:-convert(b[il,set) minus {f}: 
fset:=fset union c union gset: 
s2:=s2+1: ff£:=[on(ff) ,fset]: 
fi: od: fi: fi: od: 
ff:-subsop(si-ff[s2],ff): ff:-subsop(s2-NULL,fÍ): 
s2:=s2-1: 
else ff:-subsop(si-flist,ff): si:-si*1: fi: 
else ff:-subsop(si-if[s2],ff): 
ff:-subsop(s2zNULL,ff): s2:-s2-1: fi: od: 
for i to s2 do results:=[op(results) ,ff{i]]: od: 
results: 
end: 
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a5:;-proc(fset,vset) 
local flist,vlist,m,n,glist,xlist,gset,i,j,f.g,x,d,d1, 
k1,k2,k3,h,hlist: 
flist:-convert(fsez,list): vlist:=convert (vset, List): 
n:-nops(flist): m:=nops(vlist): glist:-[ ]: xlist:-[ ]: 
while not(n-0) do if rot(n-i) then 
mi:-array(1..n,1..m): m2:-array(1..m): 
m3:-array(1..n): má:-array(1..n): 
for i to n do m3[il]:-0: for j to m do 
mi[i,jl:-0: m2[i]:=0: od: od: 
for i to n do f:=op(i,flist): m4[i]:-degree(f,vset): 
for j to m do x:=vlist[j]: d:=degree(f,x): 
if not(d=0) then mí[i,jl:-d: m2[j1:-m2[j]*1: 
m3(i]:-m3li]«1: fi: od: od: 
kl:=n: for j to m do if not(m2[j]-0) then 
if m2[j]<ki then ki:=m2[j]: fi: fi: od: 
k2:-0: for j to m do if m2[j]-k1 then for i to n do 
if not(m1[i,j]=0) then if m3{i]>k2 then k2:-m3[i]: 
g:izflist[il: x:-vlist[j): d:-mi[i,jl: k3:-2j: 
h:-m4[il: fi: fi: od: fi: od: 
for j to m do if m2fjj=kt then for i to n do 
if (m3lil-k2)and(not(mi[i,j]20)) then 
if mi[i,j]«d then g:=flistfi]: x:-vlist[jl: 
k3:=j: d:=mi[i, j]: h:=m4[ij: 
fi: £1: od: fi: od: 
for j to m do if m2[j]=ki then for i to n do 
if (m3[i]-k2)and(mi[i,j]-d) then if m4[il«h then 
h:-m4[il: g:-flist[i]: x:-vlist[jl: k3:5j: 
fi: fi: od: fi: od: 
hiist:-[ ]: for i to n do if mi[i,k3]-0 then 
hlist:-[flist(lil,op(hlist)]: fi: od: 
flist:-hlist: vlist:=subsop(k3=NULL,vlist): 
glist:=(g,op(giist)]: xlist:-[x,op(xlist)]: 
else g:-flist[i]: glist:=[g,op(glist)]: ki:=0: 
for j to m do x:-op(j,vlist): d:-degree(g,x): 
if k1-0 then if not(d-0) then 
di:-d: ki:-1: k2:-j: fi: 
elif (d«di)and(not(d-0)) then di:-d: k2:-j: 


fi: od: 
xlist:=fop(k2,vlist),op(xlist)]: flist:-( ]: 
fi: n:-nops(flist): m:-nops(vlist): od: 
Eset:-fset minus convert(glist,set): 
[glist,xlist,gset]: 
end: 


tsas:-proc(flist,vlist) 
local f,h,t,n,u,i,j,ki,k2,c,cj,x,wlist,hlist: 
t:={}: niist:-[flist[1]]: 
wlist:-[vlist[1]]: n:-nops(flist): 
for i from 2 to n do if t={} then 
f:-flist[i]: x:-vlist[il: c:=lcoeff(f,x): ki:-0: 
u:=uset minus convert(wlist,set): 
k2:=uts(hlist,wlist,u,c): i 
if not(k2=0) then ki:=1: fi: 
if ki-0 then k2:=res(hiist,wlist,c): 
if not(k2-0) then ki:=1: fi: fi: 
if ki-0 then h:-lpren(hlist,wlist,f): 
hlist:-subsop(i-h,flist): t:={i}: 
else hlist:-[op(hlist),f]: wlist:-[op(wlist),x]: 
fi: fi: od: : 
[nlist,t]: 
end: 


dc:*proc(flist,vlist,n) 
local g,Xx,c,hset,hlist,wlist,i,k,h,hi,b,d.m: 
E:7flist[n]: x:-vlist([n]: hset:={}: 
hlist:=flist: wlist:-vlist: hi:=hlist: 
for i to n do hi:-subsop(1-NULL,h1): od: 
for i to nops(hi1)41 do 
hlist:-subsop(n-NULL,hlist): 
wlist:-subsop(n-NULL,wlist): od: 
if not(degree(g,x)-0) then c:-lcoeff(g,x): 
h:=uset minus convert(vlist,set): 
h:swr(hlist,wlist,h,c): 
b:sh[il: d:-h[2]: m:-h[3]: 
for k to m do if op(2,d(k])=0 then 
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h:=lprem(b[k] ,wlist,g): 
if not(indets(h) intersect vset={}) then 
if h=0 then 
hset:-hset union ifop(b[k]),op(h12]]: 
else hset:=hset union {[op(b(k]),h,op{h1)]}: 
fi: fi: 
else hset:-hset union (fop(b[k]),g,op(h1)]3: fi: od: 
else hset:shset union {flist}: fi: 
hset: 
end: 


fw:-proc(flist,vlist,g) 
local i,j,k,s,r,x,h,hset,hlist,wlist: 
hset:=vset minus convert(vlist,set): 
hset:=indets(g) intersect hset: s:-0: 
for i to nops(hset) do x:-op(i,hset): r:=0: 
for j to nops(flist) do h:-flist[]jl: 
if member(x,indets(h))and(r-0) then k:-j-1: r:=1: 
fi: od: 
if not(k<s) then s:-k: fi: od: 
hlist:-flist: wlist:-vlist: 
if not(s-0) then for i to s do 
hlist:-subsop(1-NULL,hlist): 
wlist:-subsop(1-NULL,wlist): od: fi: 
[hlist,wlist]: 
end: 


wr:-proc(flist,vlist,par,g) 
local ff,d,s,s1,s2,f,x,gi,plist,i,j,k, 
p,q,.plist,qlist,vi,v2,h: 
ff:-[flist]l: d:=[ ]: s1:=1: s2:=1: 
gi:-lprem(flist,vlist,g): 
while si<=s2 do plist:-ff[sil: 
vi:-lprem(plist,vlist,gi): v2:-res(plist,vlist,v1): 
if (not(vi=0))and(v2=0) then 
print('The ascending chain can be 
decomposed into...*): 
h:-wdc(plist,vlist,v1): p:-h[1]: k:zh[2]: 


f:-plist[k]: x:-vlist[k]: f:-sprem(f,p,x,"h','c?): 
q:-primpart(q,vlist): s2:-2s2*1: 
plist :=subsop(k=p,plist): qlist:-subsop(k-q,plist): 
f£f£:=subsop(si=plist,ff): ff:=[fop(ff),qlist]: 
else d:=[op(d), [v1,v2]]: si:-si-1: fi: od: 
sl:=sz: for i to s2 do 
if not(indets(op(2,d[i])) intersect vset={}) then 
h:zop(2,factors(op(2,d[i]))): 
for j to nops(h) do f:=op(1,op(j,h)): 
if hastype(f,'*')-true then s2:=s2+1: 
ff:-lop(ff),ff[ill: d:=[op(d), (1,11] : 
elif indets(f) intersect wset={} then s2:=s2+i: 
ff:-[op(ff),ff[i]]: d:=Lop(d),[1,f]]: fi: od: 
else s2:=s2+1: ff:-[op(ff),ffli]l: 
d:-[op(d?,d(i]l: fi: od: 
for i to s1 do ff:=subsop(1=NULL,ff): 
d:-subsop(1-NULL,d): od: 
Si:-s2-s1: 
{ff,d,s1]: 
end: 


iprem:=proc(flist,vlist,g) 
local f,h,i,m,n,x: 
h:=primpart(g,vset): 
for i from nops(flist) by-1 to 1 do 

f:sflist[il: x:=vlist[il: 

n:-degree(f,x): m:-degree(h,x): 

if not(n-0) and not (n>m) then 

h:-prem(h,f,x): h:-primpart(h,vset): fi: od: 

h: 
end: 


res:-proc(flist,vlist,g) 

local i,f,h,x: 

h:sg: 

for i from nops(flist) by-1 to 1 do 
f:-flist[i]: x:-vlist[il: 
if not(f-O)and(degree(h,x)20) then 
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h:=resultant(h,f,x): h:=lprem(flist,vlist,h): 


fi: od: 
h: 
end: 


subres:-proc(f,g,x,k) 
local i,j,t,r,m,n,a,b,s: 
if k=0 then s:-resultant(f,g,x): else 
n:-degree(f,x): m:-degree(g,x): t:=mtn: 
a:-array(í..t,1..t): a:-sylvester(f,g,x): 
r:smtn-2*k: b:-array(1..r,i..r): 
for j te t do for i to t do 
if (j<=r)and(i<=m-k) then b[i,j]:-a[i,jl: 
elif (j«-r)and(i«-t-k)and(i»m) then 


b[i-k,jl:-a[i,j]l: fi: od: od: s:-det(b): fi 


8: 
end: 


submix:-proc(f,g,x,k,d) 
local i,j,t,r,m,n,a,b,s: 


if k=0 then s:-resultant(f,g,x): else n:=degree(f,x): 


m:-degree(g,x): t:-m*n: a:=array(1..t,1..t): 


a:=sylvester(f,g,x): r:-mtn-2*k: b:-array(i..r,i..r): 


for j to t do if not(j-t) then for i to t do 


if (j<=r-i)and(i<=m-k) then b[i,jl:-a[i,i]: 


elif (j«-r-1)and(i«-t-k)and(i»m) then 
b[i-k,jl:-a[i,j]: fi: od: 


else for i to t do if i«-m-k then b[i,r]:-a[i,t-k-d]: 
elif (i«-t-k)and(i»m) then b[i-k,rl:-a[i,t-k-d] fi: 


od: fi: od: s:-det(b): fi: 
s: 
end: 


uts:-proc(plist,vlist,ulist,g) 
local m,n,pu,pulist,h,u,ul,p,i,j,v,r1,x: 


m:=nops(ulist): n:-nops(plist): pu:=array(1..n): 


h:-g: 


for j to m do u:-op(j,ulist): ul:=op(j,ulistd): 
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h:7subs(u-ui,h): od: 

h:-primpart(h,vlist): ri:-1: 

for i from n by-1 to 1 do if not(ri-0) then 
p:-op(i,plist): if not(p-0) then x:-op(i,vlist): 
for j to m do u:-op(j,ulist): ui:-op(j,ulistO): 
p:-subs(u-ui,p): od: if not(p=0) then 
ri:-prem(1,p,x): puli]:=primpart(p,vlist): else 
ri:-0; fi: else pu[i]:-0: fi: fi: od: 
if ri-0 then h:-0: else pulist:-convert(pu,list): 

h:-res(pulist,vlist,h): fi: 
h: 
end: 


wdc:=proc(flist,vlist,g) 
local f,h,x,hlist,r,s,u,v,t,d,p,q,i,k: 
hlist:-flist: h:=g: v:=0: 
for i fron nops(flist) by-1 to 1 do 
if v=0 then f:-hlist[i]l: x:-vlist[i]: n:=degree(f,x): 
m:-degree(h,x): t:-min(m,n): 
hlist:-subsop(i-0O,hlist): r:=C: 
for k from 0 to t do if r=0 then s:-subres(h,f,x,k): 
if not(s=0) then p:=lprem(hlist,wlist,s): 
if not(p-0) then d:-k: r:-1: fi: fi: fi: od: 
if not(r-0) then u:-uset minus convert(vlist,set): 
q:-uts(hlist,vlist,u,p): if d=0 then 
q:-res(hlist,vlist,p): fi: if not(q-0) then 
t:-s*x^d: for k from 0 to d-i do 
t:-t*submix(h,f,x,d,k)*x^k: od: 
t:=(primpart(t,vlist),i]: v:-1: else b:-p: fi: 
fi: fi: od: 


end: 
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